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complemento  util  de  varios  libros  actuales  de  uso  comun.” 

“Cada  capftulo  comienza  con  el  enunciado  claro  de  las  definiciones,  principios  y  teoremas  pertinentes,  asf  como 
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y  para  estimular  la  profundizacion  en  los  temas.” 

Algunos  de  los  cambios  realizados  a  la  primera  edicion  son  los  siguientes:  a)  Muchas  secciones  se  ampliaron  a 
fin  de  que  fueran  mas  accesibles  para  los  lectores,  b )  nuevo  formato,  por  ejemplo:  el  numero  de  cada  capftulo  esta 
incluido  en  las  leyendas  de  todos  los  problemas  y  figuras,  c)  muchos  de  los  resultados  se  plantean  ahora  de  manera 
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e  independencia  lineales,  y  el  estudio  de  R"  como  espacio  vectorial. 
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Vectores  y  escalares 

1.1  INTRODUCCION 

Los  elementos  fundamentales  del  analisis  vectorial  son  los  vectores  y  los  escalares.  Usaremos  la  notacion  R  para 
denotar  la  recta  numerica  que  se  asocia  con  el  conjunto  de  numeros  reales,  R2  para  denotar  el  piano  cartesiano  y  R  ' 
para  el  espacio  ordinario  en  tres  dimensiones. 


Vectores 

Hay  cantidades  en  ffsica  y  otras  ciencias  que  se  caracterizan  por  tener  magnitud  y  direccion,  tales  como  el  despla- 
zamiento,  velocidad,  fuerza  y  aceleracion.  Para  describir  dichas  cantidades  definimos  el  concepto  de  vector  como  el 
segmento  de  recta  PQ  que  va  de  un  punto  P  a  otro  punto  Q.  Aquf  se  llama  a  P  el  punto  inicial  u  origen  de  PQ  y  Q  se 
denomina  punto  terminal,  fin  o  termino  del  vector. 

^  Denotaremos  los  vectores  con  letras  escritas  en  negritas,  o  con  letras  con  una  flecha  sobre  ellas.  Asf,  el  vector 
PQ  puede  denotarse  con  A  o  con  A,  como  en  la  figura  1-1  a).  La  magnitud  o  longitud  del  vector  se  denota  con  \PQ\, 

ia|,  pi  o  a. 

Se  aplica  lo  siguiente: 

a)  Dos  vectores  A  y  B  son  iguales  si  tienen  la  misma  magnitud  y  direccion,  sin  que  importe  su  punto  inicial.  Asf,  en  la 
figura  1-la),  A  =  B. 

b)  Un  vector  que  tenga  direccion  opuesta  a  la  de  otro  vector  dado,  A,  pero  con  la  misma  magnitud,  se  denota  por  medio 
de  —  A  [vea  la  figura  1-  1Z?)]  y  se  denomina  negativo  de  A. 


Escalares 

Otras  cantidades  de  la  ffsica  y  de  las  ciencias  se  caracterizan  por  tener  solo  magnitud,  por  ejemplo,  la  masa,  la  lon¬ 
gitud  y  la  temperatura.  Es  frecuente  llamar  escalares  a  dichas  cantidades  para  diferenciarlas  de  los  vectores.  Sin 
embargo,  debe  recalcarse  que  aparte  de  tener  unidades  tales  como  pies,  grados,  etc.,  los  escalares  no  son  mas  que 
numeros  reales.  Por  eso  es  posible  denotarlos  con  letras  comunes.  Los  numeros  reales  0  y  1  tambien  forman  parte 
del  conjunto  de  escalares. 
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1.2  Algebra  vectorial 

Hay  dos  operaciones  basicas  con  vectores:  a)  suma  de  vectores;  b )  multiplicacion  por  un  escalar. 


a)  Suma  de  vectores 

Considere  los  vectores  A  y  B  que  se  ilustran  en  la  figura  1-2 a).  La  suma  o  resultante  de  A  y  B  es  el  vector  C  que  se 
forma  cuando  se  coloca  el  punto  inicial  de  B  en  el  punto  terminal  de  A,  para  luego  unir  el  punto  inicial  de  A  con  el 
punto  terminal  de  B,  como  se  ilustra  en  la  figura  1-2 b).  La  suma  C  se  escribe  C  =  A  +  B.  Esta  definition  es  equiva- 
lente  a  la  ley  del  paralelogramo  para  la  suma  de  vectores,  como  se  observa  en  la  figura  l-2c). 


Figura  1-2 


La  extension  a  sumas  de  mas  de  dos  vectores  es  inmediata.  Por  ejemplo,  considere  los  vectores  A,  B,  C  y  D  de 
la  figura  1-3 a).  En  la  figura  I  -3b)  se  ilustra  la  forma  de  obtener  la  suma  o  resultante  E  de  los  vectores  A,  B,  C  y  D, 
es  decir,  al  conectar  el  final  de  cada  vector  con  el  principio  del  siguiente. 


La  diferencia  de  los  vectores  A  y  B  se  denota  con  A  —  B,  es  aquel  vector  C  que  al  ser  sumado  a  B  da  como 
resultado  el  vector  A.  De  manera  equivalente,  A  —  B  puede  definirse  como  A  +  ( — B). 

Si  A  =  B,  entonces  A  —  B  se  define  como  el  vector  n ulo  o  cero  y  se  representa  con  el  sfmbolo  0  o  0.  Tiene 
magnitud  igual  a  cero  y  su  direccion  no  esta  definida.  Un  vector  que  no  sea  nulo  es  un  vector  propio.  Supondremos 
que  todos  los  vectores  son  propios  a  menos  que  se  especifique  otro  caso. 

b)  Multiplicacion  por  un  escalar 

La  multiplicacion  de  un  vector  A  por  un  escalar  m  produce  un  vector  mA  con  magnitud  m  veces  la  magnitud  de  A 
y  la  direccion  de  mA  esta  en  la  misma  de  A  o  es  opuesta  a  ella,  segun  sea  m  positivo  o  negativo.  Si  m  =  0,  entonces 
mA  =  0,  que  es  el  vector  nulo. 


1.4  LOS  VECTORES  UNITARIOS  RECTANGULARES:  i,  j,  k 


Leyes  del  algebra  vectorial 

El  teorema  siguiente  es  valido: 

teorema  1.1:  Suponga  que  A,  B  y  C  son  vectores  y  m  y  n  son  escalares.  Entonces  se  cumplen  las  siguien- 

tes  leyes: 


[Ai]  (A  +  B)  +  C  =  (A  +  B)  +  C  Ley  asociativa  para  la  suma 

[An]  Existe  un  vector  cero,  0,  tal  que  para  todo 
vector  A, 

A  +  0  =  0  +  A  =  A  Existencia  del  elemento  cero 


[  A3]  Para  todo  vector  A,  existe  un  vector  —  A 
tal  que 

A  +  (—A)  =  (—A)  +  A  =  0 

[A4]  a  +  b  =  b  +  a 

[Mi]  m{X  +  B)  =  mA  +  mB 
[M2]  (m  +  n)  A  =  mA  +  nX 
[M3]  m(nX)  =  {mn)  X 
[M4]  1(A)  =  A 


Existencia  de  los  negativos 

Ley  conmutativa  para  la  suma 
Ley  distributiva 
Ley  distributiva 
Ley  asociativa 
Multiplicacion  por  la  unidad 


Las  ocho  leyes  anteriores  son  los  axiomas  que  definen  una  estructura  abstracta  llamada  espacio  vectorial. 
Dichas  leyes  se  agrupan  en  dos  conjuntos,  indicados  por  sus  leyendas.  Las  primeras  cuatro  leyes  se  refieren  a  la 
suma  de  vectores.  Con  ellas  es  posible  demostrar  las  propiedades  siguientes  de  la  suma  de  vectores. 


a)  Cualquier  suma  Ai  +  A2  +  •  ■  •  +  A„  de  vectores  no  requiere  de  parentesis  y  no  depende  del  orden  de  los  sumandos. 

b)  El  vector  cero,  0.  es  unico  y  el  negativo,  —  A,  de  un  vector  A  es  unico. 

c)  (Ley  de  cancelacion).  Si  A  +  C  =  B  +  C,  entonces  A  =  B. 


Las  cuatro  leyes  restantes  se  refieren  a  la  multiplicacion  por  un  escalar.  Con  su  empleo  se  demuestran  las  pro¬ 
piedades  siguientes. 


proposicion  1.2: 


a)  Para  cualquier  escalar  m  y  el  vector  cero,  0,  se  cumple  que  mO  =  0. 

b)  Para  cualquier  vector  A  y  el  escalar  0,  se  cumple  que  0A  =  0. 

c)  Si  mX  =  0,  entonces  m  =  0  o  A  =  0. 

d)  Para  cualquier  vector  A  y  un  escalar  m,  se  cumple  que  {—m)X  =  m{— A)  =  —  (mA). 


1.3  Vectores  unitarios 

Los  vectores  unitarios  son  aquellos  que  tienen  una  longitud  igual  a  uno.  Suponga  que  A  es  un  vector  cualquiera  con 
longitud  |A|  >  0.  Entonces  A/|A|  es  un  vector  unitario,  denotado  por  a,  que  tiene  la  misma  direccion  que  A.  Asimismo, 
cualquier  vector  A  puede  representarse  con  un  vector  unitario  a  en  la  direccion  de  A  multiplicado  por  la  magnitud 
de  A.  Es  decir,  A  =  |A|a. 

EJEMPL0 1.1  Suponga  que  |A|  =  3.  Entonces  a  =  |A|/3  es  un  vector  unitario  en  la  direccion  de  A.  Tambien  se  cumple 
que  A  =  3a. 


1.4  LOS  VECTORES  UNITARIOS  RECTANGULARES:  i,  j,  k 

Un  conjunto  importante  de  vectores  unitarios,  denotados  por  i,  j  y  k,  son  aquellos  que  tienen  las  direcciones  de  los 
ejes  x,yy  z,  respectivamente,  de  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  de  tres  dimensiones.  [Vea  la  figura  l-4a).] 
El  sistema  de  coordenadas  que  se  ilustra  en  la  figura  1  -4a),  que  sera  el  que  usemos  a  menos  que  se  especifique 
otro  caso,  se  denomina  sistema  de  coordenadas  de  la  mono  derecha.  El  sistema  se  caracteriza  por  la  siguiente  pro- 
piedad:  si  doblamos  los  dedos  de  la  mano  derecha  con  un  giro  de  90°  a  partir  del  eje  positivo  de  las  x  y  hacia  el  eje  y 
positivo,  entonces  el  pulgar  apuntara  en  la  direccion  del  eje  positivo  de  las  z. 
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En  general,  suponga  que  los  vectores  A,  B  y  C,  distintos  de  cero,  tienen  el  mismo  punto  inicial  y  no  estan  con- 
tenidos  en  el  mismo  piano.  Entonces,  se  dice  que  A,  B  y  C  forman  un  sistema  de  mano  derecha  o  sistemci  diestro, 
como  un  tornillo  con  rosea  derecha  que  gira  en  un  angulo  menor  que  180°  de  A  a  B  y  avanza  en  la  direccion  de 
C,  como  se  ilustra  en  la  figura  1-4 b). 


z 


a) 


b ) 

Figura  1-4 


c) 


Componentes  de  un  vector 

Cualquier  vector  A  en  tres  dimensiones  puede  representarse  con  su  punto  inicial  en  el  origen  O  =  (0,  0,  0)  y  su  punto 
final  en  otro  punto  distinto,  digamos  (Ai,  A2,  A3).  Entonces,  los  vectores  Aq,  AJ  y  AA  se  llaman  vectores  componen¬ 
tes  de  A  en  las  direcciones  x,  yyz,y  los  escalares  Ai,  A2  y  A3  se  denominan  componentes  de  A  en  las  direcciones  x, 
yyz,  respectivamente.  [(Vea  la  figura  l-4c).] 

La  suma  de  A  |i,  A2j  y  A3k  es  el  vector  A,  por  lo  que  puede  escribirse  lo  siguiente: 

A  =  Aii  +  A2j  +  A3k 

La  magnitud  de  A  es: 

|A|  =^A\+Al+Al 

Considere  un  punto  P(x,  y,  z)  en  el  espacio.  El  vector  r  que  parte  del  origen  O  hacia  el  punto  P  se  llama  vector 
de  posicion  (o  radio  vector).  Entonces,  podemos  escribir  r  como  sigue: 

r  =  xi  +  yj  +  zk 

Su  magnitud  es:  |r|  =  yj x 2  +  y2  +  z2- 
Se  cumple  la  siguiente  proposicion. 

proposicion  1.3:  Suponga  que  A  =  AJ  +  A2j  +  A3k  y  B  =  B\i  +  BA\  +  B3 k.  Entonces, 

i)  A  +  B  =  (Ai  +  B\ )i  +  (A2  +  B2)j  +  (A3  +  i^k 

ii )  mA  =  m{A\i  +  A2j  +  A3k)  =  (mAi)i  +  (mA2)j  +  (n7A3)k 

EJEMPLO  1.2  Suponga  que  A  =  3i  +  5j  —  2k  y  B  =  4i  —  8j  +  7k. 

a)  Para  encontrar  A  +  B,  se  suman  las  componentes  respectivas  y  se  obtiene  A  +  B  =  7i  —  3j  +  5k 

b )  A  fin  de  calcular  3A  —  2B,  primero  se  multiplica  por  los  escalares  y  despues  se  suma: 

3A  —  2B  =  (9i  +  15j  -  6k)  +  (-8i  +  16j  -  14k)  =  i  +  3 1  j  —  20k 

c)  Para  calcular  |a|  y  |B|,  se  extrae  la  rafz  cuadrada  de  la  suma  de  los  cuadrados  de  las  componentes: 

|A|  =  A9  +  25  +  4  =  V38  y  |B|  =  V16  +  64  +  49  =  v/l29 


1.7  Campo  vectorial 


1.5  Dependence  e  independence  lineal 

Suponga  que  se  dan  los  vectores  Ai,  A2  . A„  y  los  escalares  ai,  a2,  a„.  Entonces  podemos  multiplicar  los  vecto- 

res  por  los  escalares  correspondientes  y  luego  sumar  los  productos  correspondientes  para  formar  el  vector 

B  =  aiAi  +  a2A2  +  •  •  •  +  a„A„ 

Dicho  vector  B  se  denomina  combination  lineal  de  los  vectores  Ai,  A2,  ....  A„. 

Se  aplica  la  definicion  siguiente: 

definicion  Los  vectores  A],  A2,  ....  A„  son  linealmente  dependientes  si  existen  escalares  ai,  a2,  ....  a„, 

distintos  de  cero,  tales  que 

aiAi  +  a2A2  +  •  •  •  +  a„A„  =  0 

En  caso  contrario,  los  vectores  son  linealmente  independientes. 

La  definicion  anterior  puede  replantearse  como  sigue.  Considere  la  ecuacion  vectorial 

X1A1  +  x2A2  H - h  x„A„  =  0 

donde  xi,  X2,  ....  x„  son  escalares  desconocidos.  Esta  ecuacion  siempre  tiene  la  solucion  cero:  Xi  =  0,  x2  =  0,  . . ., 
x„  =  0.  Si  esta  es  la  unica  solucion,  los  vectores  son  linealmente  independientes.  Si  hay  una  solucion  con  algun  valor 
Xj  0,  entonces  los  vectores  son  linealmente  dependientes. 

Suponga  que  A  no  es  el  vector  nulo.  Entonces  A,  en  si  mismo,  es  linealmente  independiente,  ya  que 

mA  =  0  y  A  =£  0,  implica  que  in  =  0 


Se  cumple  la  proposicion  siguiente. 

proposicion  1.4:  Dos  o  mas  vectores  son  linealmente  dependientes  si  y  solo  si  uno  de  ellos  es  una  combina- 

cion  lineal  de  los  otros. 

corolario  1.5:  Los  vectores  A  y  B  son  linealmente  dependientes  si  y  solo  si  uno  es  multiplo  del  otro. 

EJEMPLO  1.3 

a)  Los  vectores  unitarios  i,  j  y  k,  son  linealmente  independientes, 
los  otros  dos. 

b)  Suponga  que  aA  +  bB  +  cC  =  a'A  +  b'B  +  c'C,  donde  A,  B 
b  =  b',c  =  c'. 

1.6  Campo  escalar 

Suponga  que  a  cada  punto  ( x ,  y,  z)  de  una  region  D  en  el  espacio  le  corresponde  un  numero  (escalar)  <b(x,  y,  z).  En¬ 
tonces  d>  se  denomina  funcion  escalar  de  position,  y  decimos  que  se  ha  definido  un  campo  escalar  d>  sobre  D. 

EJEMPLO  1.4 

a)  La  temperatura  en  cualquier  punto  dentro  o  sobre  la  superficie  de  la  Tierra  en  un  momenta  determinado,  define  un 
campo  escalar. 

b)  La  funcion  cffx,  y,  z)  =  x’y  ~  z2  define  un  campo  escalar.  Considere  el  punto  P(2,  3,  1).  Entonces 
</>(P)  =  8(3)  -  1  =  23. 

Un  campo  escalar  cf>  que  es  independiente  del  tiempo  se  llama  campo  escalar  estacionario  o  de  estado  estable. 


ya  que  ninguno  de  ellos  es  una  combination  lineal  de 
y  C  son  linealmente  independientes.  Entonces  a  =  a', 


1.7  Campo  vectorial 

Suponga  que  a  cada  punto  ( x ,  y,  z)  de  una  region  D  en  el  espacio,  le  corresponde  un  vector  V (x,  y,  z).  Entonces  Y  se 
llama  funcion  vectorial  de  position,  y  decimos  que  se  ha  definido  un  campo  vectorial  V  sobre  D. 
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EJEMPLO  1.5 

a)  Suponga  que  se  conoce  la  velocidad  que  tiene  en  un  momenta  dado  cualquier  punto  dentro  de  un  fluido  en  movimien- 
to.  Entonces,  se  ha  definido  un  eampo  vectorial. 

b)  La  funcion  Y(x,  y,  z)  =  xy2i  —  2vz3j  +  x2zk  define  un  eampo  vectorial.  Considere  el  punto  P(2,  3,  1).  Entonces, 
V(P)  =  18i  -  6j  +  4k. 

Un  eampo  vectorial  V  que  sea  independiente  del  tiempo  se  llama  eampo  vectorial  estacionario  o  de  estado  estable. 

1.8  Espacio  vectorial  Rn 

Sea  V  =  R.  donde  R”  consiste  en  todas  las  sucesiones  de  n  elementos  u  =  (ai,  a2, . . a„)  de  numeros  reales  llamados 
componentes  de  u.  Se  usa  el  termino  vector  para  los  elementos  de  Y  y  los  denotamos  con  el  uso  de  las  letras  u,  v  y 
w,  con  o  sin  submdice.  A  los  numeros  reales  los  llamamos  escalares  y  los  denotamos  con  letras  distintas  de  u,  v  o  w. 
Definimos  dos  operaciones  sobre  Y  =  R  ": 

a)  Suma  de  vectores 

Dados  los  vectores  u  =  (ai,  a2,  -  a„)  y  v  =  (bi,  b2,  b„)  en  V,  se  define  la  suma  vectorial  u  +  v  como  sigue: 

u  +  v  =  (ai  +  bi ,  a2  +  b2, . . . ,  a„  +  b„) 

Es  decir,  se  suntan  las  componentes  que  corresponden  a  los  vectores. 

b)  Multiplicacion  por  un  escalar 

Dado  un  vector  u  =  (aj,  a2,  . . .,  a„)  y  un  escalar  k  en  R,  se  define  el  producto  por  un  escalar  ku  asf: 

ku  =  (kai,  ka2, . . . ,  ka„) 

Es  decir,  se  multiplica  cada  componente  de  u  por  el  escalar  k. 

proposicion  1.6:  V  =  R"  satisface  los  ocho  axiomas  de  un  espacio  vectorial  que  se  listan  en  el  teorema  1.1. 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


1.1.  Diga  cuales  de  los  siguientes  son  escalares  y  cuales  son  vectores: 

a)  calor  especffico,  b )  momento,  c)  distancia,  d )  rapidez,  e)  intensidad  de  eampo  magnetico 

Sol  u  cion 

a)  escalar,  b)  vector,  c)  escalar,  d)  escalar,  e)  vector 

1.2.  Represente  en  forma  grafica:  a)  una  fuerza  de  10  lb  con  direccion  30°  al  noreste, 

b)  una  fuerza  de  15  lb  con  direccion  30°  al  este  del  norte. 

Sol  u  cion 

Al  elegir  la  unidad  de  magnitud  que  se  muestra,  los  vectores  requeridos  son  los  indicados  en  la  figura  1-5. 

N  N 


Figura  1-5 


Problemas  resueltos 


1.3. 


Un  automovil  viaja  3  millas  hacia  el  norte,  luego  5  millas  hacia  el  noreste.  Represente  estos  desplazamientos 
en  forma  grafica  y  determine  el  desplazamiento  resultante:  a)  en  forma  grafica  y  b)  analfticamente. 


So  I  u  cion 


La  figura  1-6  presenta  los  desplazamientos  requeridos. 

El  vector  OP  o  A  representa  el  desplazamiento  de  3  millas  hacia  el  norte. 

El  vector  PQ  o  B  representa  el  desplazamiento  de  5  millas  hacia  el  noreste. 

El  vector  OQ  o  C  representa  el  desplazamiento  resultante  o  suma  de  vectores  A  y  B,  es  decir  C  =  A  +  B.  Esta  es 
la  ley  del  triangulo  para  la  suma  de  vectores. 

El  vector  resultante  OQ  tambien  puede  obtenerse  con  la  construccion  de  la  diagonal  del  paralelogramo  OPQR 
que  tiene  corno  lados  a  los  vectores  OP  =  A  y  a  OR  (igual  al  vector  PQ  o  B).  Es  la  ley  del  paralelogramo  para  la 
suma  de  vectores. 

a)  Determinacion  grafica  de  la  resultante.  Trace  la  unidad  de  1  milla  para  el  vector  OQ  a  fin  de  encontrar  la 
magnitud  de  7.4  millas  (aproximadamente).  Con  un  transportador  se  lee  el  angulo  EOQ  =  61.5°,  aproximada- 
rnente.  Entonces,  el  vector  OQ  tiene  una  magnitud  de  7.4  millas  y  direccion  61.5°  hacia  el  noreste. 

b)  Determinacion  analitica  de  la  resultante.  Del  triangulo  OPQ ,  con  la  notation  A,  B  y  C  para  las  magnitudes 
de  A,  B  y  C,  obtenemos  lo  siguiente,  por  la  ley  de  los  cosenos: 

C2  =  A2  +  B2  -  2AB  cos  /-OPQ  =  32  +  52  -  2(3)(5)  cos  135°  =  34  +  15^2  =  55.21 


y  C  =  7.43  (aproximadamente). 


Por  la  ley  de  los  senos. 


sen  rLOQP  = 


sen  AOQP 
AsenAOPQ 


senAOPQ 

3(0.707) 


.  Entonces, 


=  0.2855  y  AOQP  =  16°35'. 


C  7.43 

Asf,  el  vector  OQ  tiene  una  magnitud  de  7.43  millas  y  direccion  (45°  +  16°35')  =  61°35'  hacia  el  noreste. 


Figura  1-6 


1.4.  Encuentre  la  suma  (resultante)  de  los  desplazamientos  siguientes: 

A:  10  pies  al  noroeste,  B:  20  pies,  30°  al  noreste,  C:  35  pies  hacia  el  sur. 

Sol u  cion 

La  figura  1-7  muestra  la  resultante  obtenida  como  sigue  (donde  una  unidad  de  longitud  es  igual  a  5  pies). 

Sea  que  A  comience  en  el  origen.  En  el  punto  terminal  de  A  se  coloca  el  punto  inicial  de  B.  En  el  punto  termi¬ 
nal  de  B  se  situa  el  punto  inicial  de  C.  La  resultante  D  se  forma  al  unir  el  punto  inicial  de  A  con  el  punto  terminal 


CAPITULO  1  Vectores  y  escalares 


de  C,  es  decir  D  =  A  +  B  +  C.  En  forma  grafica,  la  resultante  D  se  mide  y  resulta  tener  una  magnitud  de  4. 1  unida- 
des  =  20.5  pies  con  direccion  60°  al  sureste. 

1.5.  Demuestre  que  la  adicion  de  vectores  es  conmutativa,  es  decir,  que  A  +  B  =  B  +  A  (teorema  1.1  [A4]). 

Sol u  cion 

Como  se  aprecia  en  la  figura  1-8, 

OP  +  PQ  =  OQ,  o  bien  A  +  B  =  C,  y  OR  +  RQ  =  OQ,  o  bien  B  +  A  =  C 
Por  tanto,  A  +  B  =  B  +  A. 


1.6.  Demuestre  que  la  adicion  de  vectores  es  asociativa,  es  decir,  A  +  (B  +  C)  =  (A  +  B)  +  C  (teorema  1 . 1  [Aj]). 

Sol u  cion 

Como  se  indica  en  la  figura  1-9, 

OP  +  PQ  =  OQ  =  (A  +  B)  y  PQ  +  QR  =  PR  =  (B  +  C) 

OP  +  PR  =  OR  =  D  o  A  +  (B  +  C)  =  D  y  OQ  +  QR  =  OR  =  D  o  (A  +  B)  +  C  =  D 
Asf,  A  +  (B  +  C)  =  (A  +  B)  +  C. 

1.7.  Las  fuerzas  Fi,  F2,  . . .,  Ff)  actuan  sobre  un  objeto  P ,  como  se  ilustra  en  la  figura  I -!()«).  Calcule  la  fuerza  que 
se  necesita  para  impedir  que  P  se  mueva. 

Sol u  cion 

Como  el  orden  de  la  suma  de  vectores  es  irrelevante,  podemos  comenzar  con  cualquier  vector,  digamos  Ft.  A  Fi 
hay  que  sumarle  F2,  luego  F3  y  asf  sucesivamente,  como  se  ilustra  en  la  figura  l-10h).  El  vector  que  se  dibuje  a 
partir  del  punto  inicial  de  FI  hasta  el  punto  terminal  de  F6  es  la  resultante  R.  es  decir,  R  =  Fi  +  F2  +  •••  +F6. 
La  fuerza  necesaria  para  impedir  que  P  se  mueva  es  —  R,  que  a  veces  recibe  el  nombre  de  equilibrante. 


Problemas  resueltos 


1.8.  Dados  los  vectores  A,  B  y  C  en  la  figura  1-1  la),  constraya  A  —  B  +  2C. 


So  I  u  cion 


Se  comienza  con  A,  se  suma  —  B  y  despues  se  suma  2C,  como  se  observa  en  la  figura  1-11/?).  La  resultante  es 
A  -  B  +  2C. 


a) 


b) 


Figura  1-11 


1.9.  Dados  dos  vectores  no  colineales  a  y  b,  como  los  que  aparecen  en  la  figura  1-12,  encuentre  una  expresion 
para  cualquier  vector  r  que  este  en  el  piano  que  determinan  a  y  b. 

Sol u  cion 

Los  vectores  no  colineales  son  aquellos  que  no  son  paralelos  a  la  misma  linea.  De  alu  que  cuando  sus  puntos  ini- 
ciales  coinciden,  determinan  un  piano.  Sea  r  cualquier  vector  contenido  en  el  piano  de  a  y  b  y  cuyo  punto  inicial 
coincide  con  los  puntos  iniciales  de  a  y  b  en  O.  A  partir  del  punto  terminal  R  de  r,  se  construyen  lineas  paralelas  a 
los  vectores  a  y  b  para  completar  el  paralelogramo  ODRC  por  extension  de  las  lineas  de  accion  de  a  y  b,  si  fuera 
necesario.  De  la  figura  1-12, 


OD  =  x(OA)  =  .ra,  donde  x  es  un  escalar 
OC  =  y(OB)  =  yb,  donde  y  es  un  escalar 

Pero  segun  la  ley  del  paralelogramo  de  la  suma  de  vectores: 

OR  =  OD  +  OC,  o  bien  r  =  xa  +  yb 

que  es  la  expresion  requerida.  Los  vectores  xa  y  yb  se  llaman  vectores  componentes  de  r  en  las  direcciones  a  y  b, 
respectivamente.  Los  escalares  x  y  y  pueden  ser  positivos  o  negativos  en  funcion  de  las  orientaciones  relativas  de 
los  vectores.  De  acuerdo  con  la  forma  de  construirlos,  es  evidente  que  xyy  son  unicos  para  vectores  a,  b  y  r  dados. 
Los  vectores  a  y  b  se  llaman  vectores  base  en  un  piano. 


Figura  1-12 


Figura  1-13 
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1.10.  Dados  tres  vectores  no  coplanares  a,  b  y  c,  encuentre  una  expresion  para  cualquier  vector  r  en  el  espacio 
tridimensional. 

Sol u  cion 

Los  vectores  no  coplanares  son  los  que  no  son  paralelos  al  mismo  piano.  Entonces,  cuando  sus  puntos  iniciales 
coinciden,  no  se  localizan  en  el  mismo  piano. 

Sea  r  cualquier  vector  en  el  espacio  con  su  punto  inicial  coincidente  con  los  puntos  iniciales  de  a,  b  y  c  en  O. 
A  traves  del  punto  terminal  de  r,  se  pasan  pianos  paralelos  respectivos  a  los  pianos  determinados  por  a  y  b,  b  y  c, 
y  a  y  c;  consulte  la  figura  1-13.  Complete  el  paralelepipedo  PQRSTUV  por  extension  de  las  lineas  de  accion  de  a, 
b  y  c,  si  fuera  necesario.  De 

OV  =  x(OA)  =  xa,  donde  x  es  un  escalar 
OP  =  y(OB)  =  yb,  donde  y  es  un  escalar 
OT  =  x(OC)  =  zc,  donde  z  es  un  escalar. 

Pero  OR  =  OV  +  VQ  +  QR  =  OV  +  OP  +  OT,  o  bien  r  =  .va  +  yb  +  zc. 

Por  el  metodo  de  construction,  es  evidente  que  x,yyz  son  unicos  para  vectores  dados  a,  b,  c  y  r. 

Los  vectores  xa,  yb  y  zc  se  Hainan  vectores  componentes  de  r  en  las  direcciones  a,  b  y  c,  respectivamente.  Los 
vectores  a.  b  y  c  se  denominan  vectores  base  en  tres  dimensiones. 

Como  caso  especial,  si  a,  b  y  c  son  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k,  que  son  mutuamente  perpendiculares,  se 
observa  que  cualquier  vector  r  se  puede  expresar  en  forma  unica  en  terminos  de  i,  j  y  k  por  medio  de  la  expresion 
r  =  xi  +  yj  +  zk. 

Asimismo,  si  c  =  0,  entonces  r  debe  estar  en  el  piano  de  a  y  b,  por  lo  que  se  obtiene  el  resultado  del  problema  1 .9. 

1.11.  Suponga  que  a  y  b  no  son  colineales.  Demuestre  que  xa  +  yb  =  0  implica  que  x  =  y  =  0. 

Sol  u  cion 

Suponga  que  x  A  0.  Entonces  xa  +  yb  =  0  implica  que  xa  =  — yb  o  bien  a  =  —  (y/x) b,  es  decir,  a  y  b  deben  ser 
paralelos  a  la  misma  linea  (colineales)  contrario  a  la  hipotesis.  Asi,  x  =  0;  entonces  yb  =  0.  por  lo  que  y  =  0. 

1.12.  Suponga  que  xia  +  y i  b  =  X2a  4-  y2b,  donde  a  y  b  no  son  colineales.  Demuestre  que  xi  =  x2  y  yi  =  y2. 

Sol u  cion 

Observe  que  Xia  +  ytb  =  x2a  +  y2b  puede  escribirse  como 

Xia  +  yib  —  (x2a  +  y2b)  =  0  o  bien  (xi  —  x2)a  +  (yi  —  y2)b  =  0. 

Entonces,  segun  el  problema  1.11,  Xi  —  x2  =  0,  yi  —  y2  =  0  o  bienxi  =  x2,  yi  =  y2. 

1.13.  Suponga  que  a,  b  y  c  no  son  coplanares.  Demuestre  que  xa  +  yb  +  zc  =  0  implica  que  x  =  y  =  z  =  0. 

Sol  u  cion 

Suponga  que  x  A  0.  Entonces  xa  +  vb  +  zc  =  0  implica  que  xa  =  — yb  —  zc  o  a  =  —(y/x) b  —  (z/x)c.  Pero  —  (v/x)b 
—  (z/x) c  es  un  vector  que  esta  en  el  piano  de  b  y  c  (vea  el  problema  1 .10);  es  decir,  a  esta  en  el  piano  de  b  y  c,  lo  que, 
con  toda  claridad,  contradice  la  hipotesis  de  que  a,  b  y  c  son  no  coplanares.  Entonces,  x  =  0.  Con  un  razonamiento 
similar  se  obtienen  contradicciones  si  se  supone  que  y  #  0  y  z  =/  0. 

1.14.  Suponga  que  xia  +  yib  +  ziC  =  x2a  +  y2b  +  z2c,  donde  a,  b  y  c  son  no  coplanares.  Demuestre  que  xi  =  x2, 
yi  =yiy  zi  =  z2. 

Sol  u  cion 

La  ecuacion  se  puede  escribir  como  (xi  —  x2)a  +  (yi  —  y2)b  +  (zi  —  z2)c  =  0.  Entonces,  segun  el  problema  1.13, 
xi  -  x2  =  0,  yi  -  y2  =  0,  zi  -  z2  =  0  o  bien  xi  =  x2,  yi  =  y2,  zi  =  z2. 


Problemas  resueltos  o 


1.15.  Suponga  que  los  puntos  medios  de  los  lados  consecutivos  de  un  cuadrilatero  estan  conectados  por  lfneas 
rectas.  Demuestre  que  el  cuadrilatero  resultante  es  un  paralelogramo. 

Sol u  cion 

Sea  ABCD  el  cuadrilatero  dado  y  P,  Q,  R  y  S,  los  puntos  medios  de  sus  lados.  Consulte  la  figura  1-14. 

Entonces,  PQ  =  |(a  +  b),  QR  =  j(b  +  c),  RS  =  |(c  +  d),  SP  =  j(d  +  a). 

Pero  a  +  b  +  c  +  d  =  0.  Entonces 

PQ  =  5  (a  +  b)  =  -|(c  +  d)  =  SR  y  QR  =  |(b  +  c)  =  — |(d  +  a)  =  PS 
Asf,  los  lados  opuestos  son  iguales  y  paralelos,  por  lo  que  PQRS  es  un  paralelogramo. 


Figura  1-15 


1.16.  Sean  Pi,P2y  P<  puntos  fijos  relativos  a  un  origen  O,  y  sean  ri,  r2  y  r3  vectores  de  posicion  que  van  de  O  a  cada 
punto.  Suponga  que  la  ecuacion  vectorial  «|T|  +  a2r2  +  a3r3  =  0  se  cumple  con  respecto  al  origen  O.  De¬ 
muestre  que  se  cumplira  con  respecto  de  cualquier  punto  O'  distinto  del  origen  si  y  solo  si  a\  +  aj  +  £<3  =  0. 

Sol u  cion 

Sean  r[,  r{  y  r3  los  vectores  de  posicion  de  P 1,  P2  y  P\  con  respecto  de  O',  y  sea  v  el  vector  de  posicion  de  O' 
con  respecto  de  O.  Se  buscan  condiciones  en  las  que  la  ecuacion  air{  +  a2r2  +  «3r3  =  0  se  cumplira  en  el  nuevo 
sistema  de  referenda. 

De  la  figura  1-15,  es  evidente  que  r3  =  v  +  rf,  r2  =  v  +  r2,  r3  =  v  +r3  por  lo  que  airi  +  a2r2  +  a3r3  =  0 
se  convierte  en 


airi  +  a2r2  +  a3r3  =  a^v  +  rf)  +  a2(v  +  r2)  +  a3(v  +r3) 

=  («i  +  a2  +  a3)v  +  airi  +  a2r2  +  a3r3  =  0 

El  resultado  a ir{  +  a2r2  +  a3r3  =  0  se  cumplira  si  y  solo  si 

(a  1  +  a2  +  a3)v  =  0,  o  bien  fli  +  a2  +  «3  =  0. 

El  resultado  puede  generalizarse. 

1.17.  Demuestre  que  las  diagonales  de  un  paralelogramo  se  bisecan  una  a  la  otra. 

Sol  u  cion 

Sea  ABCD  el  paralelogramo  dado  con  diagonales  que  se  intersecan  en  P,  como  en  la  figura  1-16. 
Como  BD  +  a  =  b.  BD  =  b  —  a.  Entonces  BP  =  .r(b  —  a). 

Debido  a  que  AC  =  a  +  b,  AP  =  y(a  +  b). 

Pero  AB  =  AP  +  PB  =  AP  -  BP, 

es  decir,  a  =  y(a  +  b)  —  .v(b  —  a)  =  {x  +  y)a  +  (y  —  x)b. 


CAPITULO  1  Vectores  y  escalares 

Como  a  y  b  no  son  colineales,  segun  el  problema  1.12,  x  +  y  =  1  y  y  —  x  =  0  (entonces  x  =  y  =  j)  y  P  es  el 
punto  medio  de  ambas  diagonales. 


Figura  1-16  Figura  1-17 

1.18.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  lmea  recta  que  pasa  por  dos  puntos  dados  Ay  B  que  tienen  vectores  de  posicion 
a  y  b  con  respecto  del  origen. 

Sol u  cion 

Sea  r  el  vector  de  posicion  de  un  punto  P  sobre  la  recta  que  pasa  por  Ay  B,  como  se  aprecia  en  la  figura  1-17. 
Entonces, 

OA  +  AP  =  OP,  o  bien  a  +  AP  =  r  (es  decir,  AP  =  r  —  a) 

y 

OA  +  AB  =  OB.  o  bien  a  +  AB  =  b  (que  es,  AB  =  b  —  a) 

Como  AP  y  AB  son  colineales,  AP  =  /AB  o  bien  r  —  a  =  f(b  —  a).  Entonces,  la  ecuacion  requerida  es 

r  =  a  +  r(b  —  a)  o  bien  r  =  ( 1  —  f)a  +  tb 

Si  la  ecuacion  se  escribe  como  (1  —  f)a  +  fb  —  r  =  0,  la  suma  de  los  coeficientes  dea,  byresl  —  t  +  t  —  1  =  0. 
Entonces,  segun  el  problema  18,  se  observa  que  el  punto  P  siempre  esta  sobre  la  recta  que  une  a  A  y  a  B  y  no  de- 
pende  de  la  election  del  origen  O,  que  es  como  debe  ser,  por  supuesto. 

Otro  metodo.  Como  AP  y  PB  son  colineales,  se  tiene  que  para  los  escalares  my  n: 

mAP  =  nPB  o  bien  m( r  —  a)  =  n(b  —  r) 

A1  resolver  r  =  (m  a  +  nb)/(m  +  n),  que  se  llama  forma  simetrica. 

1.19.  Considere  los  puntos  P( 2,  4,  3)  y  <2(1,  —5,  2)  en  el  espacio  R’  tridimensional,  como  se  aprecia  en  la  figura 
1-18. 

a)  Encuentre  los  vectores  de  posicion  iq  y  r2  para  P  y  Q  en  terminos  de  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k. 

b)  Determine  en  forma  grafica  y  analftica  la  resultante  de  estos  vectores  de  posicion. 

Sol u  cion 

a)  r:  =  OP  =  OC  +  CB  +  BP  =  2i  +  4j  +  3k 

r2  =  OQ  =  OD  +  DE  +  EQ  =  i  -  5j  +  2k 


Problemas  resueltos  o 


b)  En  forma  grafica,  la  resultante  de  ri  y  r2  se  obtiene  como  la  diagonal  OR  del  paralelogramo  OPRQ.  En  forma 
analitica,  la  resultante  de  iq  y  r2  esta  dada  por 

iq  +  r2  =  (2i  +  4j  +  3k)  +  (i  —  5j  +  2k)  =  3i  —  j  +  5k 


1.20.  Demuestre  que  la  magnitud  del  vector  A  =  AJ  +  A2j  +  A3k,  que  se  ilustra  en  la  figura  1-19  es 
|A|  =  y 'A\+Al+A2v 

Sol u  cion 

Con  el  teorema  de  Pitagoras, 

(OP)2  =  (OQ)2  +  (QP)2 

donde  OP  denota  la  magnitud  del  vector  OP.  y  asf  sucesivamente.  En  forma  similar  (OQ)2  =  (OR)2  +  (RQ)2. 
Entonces  (OP)2  =  (OR)2  +  (RQ)2  +  (QP)2  o  bien  A2  =  A2  +  A2  +  A3  (es  decir,  A  =  y/A\  +  A2  +  A3). 

1.21.  Dados  los  vectores  de  radios  iq  =  3i  —  2j  +  k,  r2  =  3i  +  4j  +  9k,  r3  =  —  i  +  2j  +  2k.  Encuentre  las  mag¬ 
nitudes  de:  a)  r3,  b )  iq  +  r2  +  r3,  c )  iq  —  r2  +  4r3. 

Sol u  cion 

a)  |r3|  =  |— i  +  2j  +  2k|  =  J(-\)2  +  (2)2  +  (2)2  =  3. 

b)  rj  +  r2  +  r3  =  3i  +  4j  +  12k,  por  lo  que  |iq  +  r2  +  r3|  =  V9  +  16  +  144  =  -J  169  =  13. 

c)  iq  -  r2  +  4r3  =  2i  +  2j  =  V4  +  4  =  ^8  =  2^2. 

1.22.  Encuentre  un  vector  unitario  u  paralelo  a  la  resultante  R  de  los  vectores  iq  =  2i  +  4j  —  5k  y  r2  =  — i  —  2j 
+  3k. 

Sol  u  cion 

La  resultante  R  =  ri  +  r2  =  (2i  +  4j  —  5k)  +  (— i  —  2j+  3k)  =  i  +  2 j  —  2k.  Asimismo, 

Magnitud  de  R  =  |r|  =  |i  +  2j  —  2k|  =  yj (l)2  +  (2)2  +  (— 2)2  =  3. 

Entonces,  u  es  igual  a  R/|R|.  Es  decir, 

u  =  R/|R|  =  (i  +  2j  -  2k)/3  =  (l/3)i  +  (2/3)j  -  (2/3)k 
Comprobacion:  |(  1/3)1  +  (2/3 )j  —  (2/3)k|  =  (1/3)2  +  (2/3)2  +  ( — 2/3)2  =  1. 


o  CAPITULO  1  Vectores  y  escalares 


1.23.  Suponga  que  iq  =  2i  —  j  +  k,  r2  =  i  —  3j  —  2k,  r3  =  —  2i  +  j  —  3k.  Escriba  r4  =  i  +  3j  +  2k  como  una 
combinacion  lineal  de  iq,  r2  y  r3;  es  decir,  encuentre  escalares  a,  by  c  tales  que  r4  =  art  +  br2  +  cr3. 

Sol  u  cion 

Se  requiere  que 

i  +  3j  +  2k  =  fl(2i  —  j  +  k)  +  Z?(i  —  3j  —  2k)  +  c(— 2i  +  j  —  3k) 

=  (2  a  +  b  —  2c)i  +  (—a  +  3  b  +  c)j  +  (a  —  2b  —  3c)k 

Como  i,  j  y  k  no  son  coplanares,  segun  el  problema  1.13,  igualamos  los  coeficientes  correspondientes  a  cada  uno 
de  estos  vectores,  con  lo  que  se  obtiene  2a  +  b  —  2c  =  1,  —a  +  3b  +  c  =  3,  a  —  2b  —  3c  =  2 
A1  resolver  se  obtiene:  a  =  —2,  b  =  1,  c  =  —2.  Entonces,  r4  =  —  2ri  +  r2  —  2r3. 

Se  dice  que  el  vector  r4  es  linealmente  dependiente  de  ri,  r2  y  r3;  en  otras  palabras  iq,  r2,  r3  y  r4  constituyen 
un  conjunto  de  vectores  linealmente  dependiente.  Por  otro  lado,  cualesquiera  tres  (o  menos)  de  esos  vectores  son 
linealmente  independientes. 

1.24.  Determine  el  vector  con  punto  inicial  en  P(x\,  yi,  z\ )  y  punto  terminal  en  Q(x2,  y2,  z2)  y  encuentre  su  magnitud. 

Sol u  cion 

Considere  la  figura  1-20.  Los  vectores  de  posicion  de  P  y  Q  son,  respectivamente, 

ri  =  xii  +  yij  +  zik  y  r2  =  x2i  +  y2j  +  z2k 

Entonces,  r3  +  PQ  =  r2,  o  bien 

PQ  =  r2  -  rt  =  (x2i  +  v2j  +  z2k)  -  (jc,i  +  yij  +  Zik) 

=  (x2  ~  xi)i  +  (v2  -  vi)j  +  (Z2  ~  zi)k. 

La  magnitud  de  PQ  =  PQ  =  y/ (x2  —  xQ2  +  (y2  —  _vi  )2  +  (z2  —  Zi)2-  Observe  que  esta  es  la  distancia  entre  los 
puntos  P  y  Q. 


1.25.  Determine  los  angulos  a.  (3  y  y  que  el  vector  r  =  xi  +  yj  +  zk  forma  con  las  direcciones  positivas  de  los  ejes 
coordenados,  y  demuestre  que 

cos2  a  +  cos2  p  +  cos2  y  =  1. 


Solucion 

En  relacion  con  la  figura  1-21,  el  triangulo  OAP  es  rectangulo  con  su  angulo  recto  en  A;  entonces,  cos  a  =  x/|r|. 
En  forma  similar,  los  triangulos  rectangulos  OBP  y  OCP,  cos  (3  =  v/|r|  y  cos  y  =  zJ |r|,  respectivamente.  Asimismo, 

W  =  r  =  s/x2  +  y2  +  z2. 


Problemas  resueltos 


Entonces,  cos  a  =  x/r ,  cos  /3  =  y/r,  y  cos  y  =  z/r,  de  donde  es  posible  obtener  los  valores  de  a,  (5  y  y.  De 
estos  se  sigue  que: 


2  2  n  2  x2  +  y“  +  z2 

cos  a  +  cos“  /3  +  cos“  y  = -  . - : 

r 1 


Los  numeros  cos  a,  cos  /3  y  cos  y  se  denominan  cosenos  directores  del  vector  OP. 


1.26.  Las  fuerzas  A,  B  y  C  actuan  sobre  un  objeto  y  estan  dadas  en  terminos  de  sus  componentes  por  medio  de  las 
ecuaciones  vectoriales  A  =  Ap  +  A2j‘  +  A3k,  B  =  Z?ii  4-  B2j  +  fi3k  yC  =  Cii  +  C2j  +  C3k.  Encuentre  la 
magnitud  de  la  resultante  de  estas  fuerzas. 


Solucion 

La  fuerza  resultante  esR  =  A  +  B  +  C  =  (A\  +  Bl  +  Ci)i  +  (A2  +  B2  +  C2)j  +  (A3  +  53  +  C3)k. 

Magnitud  de  la  resultante  —  yj (Ai  +  B\  +  Ci)“  +  (A2  +  Bo  +  C2)“  +  (A3  +  +  C3)“. 

Es  facil  extender  el  resultado  a  mas  de  tres  fuerzas. 


1.27.  Encuentre  un  conjunto  de  ecuaciones  para  las  lineas  rectas  que  pasan  por  los  puntos  P{x\,  y  \ ,  zi)  y  0(r2,  y2,  z2). 

Solucion 

Sean  r3  y  r2  los  vectores  de  posicion  de  P  y  Q,  respectivamente,  y  r  el  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  R  sobre 
la  recta  que  une  P  y  Q,  corno  se  ilustra  en  la  figura  1-22. 

r,  +  PR  =  r  o  bien  PR  =  r  —  r3 
ri  +  PQ  =  r2  o  bien  PQ  =  r2  —  iq 

Pero  PR  =  rPQ.  donde  t  es  un  escalar.  Entonces,  r  —  r3  =  t( r2  —  ri)  es  la  ecuacion  vectorial  requerida  de  la 
lmea  recta  (compare  con  el  problema  1.14). 

En  coordenadas  rectangulares  tenemos  que,  corno  r  =  .ri  +  yj  +  "k, 

(x\  +  yj  +  zk)  -  (xp  +  y ,j  +  zik)  =  t{(x2 i  +  y2j  +  z2k)  -  (x,i  +  yj  +  zik)] 

o  bien 


(x  -  xi)i  +  (y  -  yi)j  +  (z  -  Zi)k  =  t[(x2  ~  x3)i  +  (y2~  yi)j  +  (z2  ~  Zi)k] 


Figura  1-22 


o  CAPITULO  1  Vectores  y  escalares 


Como  i,  j  y  k  son  vectores  no  coplanares,  segun  el  problema  1.14  tenemos  que: 

x-xi  =  t(x2  ~  xi),  y  -  yi  =  t(y2  ~  yi),  z  -  zi  =  t(z2  ~  zi ) 
son  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta,  en  las  que  1  es  el  parametro.  A1  eliminar  t  se  obtiene: 

x  -  xi  _  y-y  i  _  z  -  zi 
x2  -  xi  y2  -  yi  Z2  zi' 


1.28.  Demuestre  la  proposicion  1.4:  dos  o  mas  vectores  Ay,  A2,  ...,  A,„  son  linealmente  dependientes  si  y  solo  si 
uno  de  ellos  es  una  combinacion  lineal  de  los  otros. 


Solution 

Supongamos  que,  por  ejemplo,  A;  es  una  combinacion  lineal  de  los  otros, 

A j  =  aiAi  +  •••  +  ay-iA,-!  +  ay+iAy+i  +  •■•  +  amAm 

Entonces,  al  sumar  —A j  en  ambos  lados  se  obtiene: 

aiAi  +  •••  +  a,_iA,_i  —  A j  +  a,-+iA,-+i  +  •••  +  amAm  =  0 

donde  el  coeficiente  de  A,  no  es  0.  Entonces,  los  vectores  son  linealmente  dependientes. 
A  la  inversa,  supongamos  que  los  vectores  son  linealmente  dependientes,  digamos 

biAi  +  •■•  +  bjAj  +  •••  +  b,„Am  =  0  donde  b,-  A  0 

Entonces  puede  resolverse  para  Ay  y  se  obtiene: 

Ay  =  (bj/bylAi  +  •••  +  Cby-  i/b  y)A_y_  1  +  (by+i/by)Ay+i  +  ■••  +  (bm/by)Am 

Asl,  Ay  es  una  combinacion  lineal  de  los  otros  vectores. 


1.29.  Considere  el  campo  escalar  <p definido  por  <p(x,  y,  z )  =  3 x2z2  ~  xy3  —  15.  Encuentre  <p  en  los  puntos  a)  (0, 0, 0), 
£>)  (1,  —2,  2),  c)  (—1,  —2,  —3). 


Solution 


a)  <p( 0,  0,  0)  =  3(0)2(0)2  -  (0)(0)3  -  15  =  0  -  0  -  15  =  - 15. 

b)  <p{  1,  -2,  2)  =  3(1  )2(2)2  -  (1)(— 2)3  -  15  =  12  +  8  -  15  =  5. 

c)  <p(- 1,  -2,  -3)  =  3(— 1)2(— 3)2  -  (— 1)(— 2)3  -  15  =  27  -  8  +  15  =  4. 


1.30.  Describa  los  campos  vectoriales  definidos  por: 

a)  V(x,  y)  =  xi  +  yj,  b)  Y(x,  y)  =  — xi  —  yj,  c)  V(x,  y,  z)  =  x i  +  yj  +  zk 

Solution 

a)  En  cada  punto  (x,  y),  excepto  en  (0,  0),  del  piano  xy,  esta  definido  un  vector  unico  xi  +  yj  de  magnitud 
y/x2  +  y2  cuya  direccion  pasa  por  el  origen  y  se  aleja  de  este.  Para  simplificar  los  procedimientos  de 


Problemas  complementarios 


graficacion,  observe  que  todos  los  vectores  asociados  con  puntos  sobre  los  cfrculos  x2  +  y2  —  a2,  a  >  0,  tienen 
magnitud  a.  Entonces,  el  campo  se  muestra  en  la  figura  1-23 a),  con  una  escala  apropiada. 


a )  b ) 


Figura  1-23 


b)  Aqui,  cada  vector  es  igual  pero  con  direccion  opuesta  al  correspondiente  en  el  inciso  a).  Asf,  el  campo  aparece 
en  la  figura  1-23 b). 

En  la  figura  l-23a),  el  campo  tiene  la  apariencia  de  un  fluido  que  emerge  de  un  punto  fuente  O  y  fluye  en 
las  direcciones  que  se  indican.  Por  esta  razon  recibe  el  nombre  de  campo  fuente  y  O  el  Ac  fuente. 

En  la  figura  1-236).  el  campo  parece  fluir  hacia  O,  por  lo  que  se  llama  campo  sumidero  y  O  es  el  sumi- 
dero. 

En  tres  dimensiones  la  interpretacion  es  que  un  fluido  emerge  en  forma  radial  desde  (o  que  se  acerca  en 
forma  radial  hacia)  una  recta  fuente  (o  recta  sumidero). 

El  campo  vectorial  se  denomina  bidimensional  porque  es  independiente  de  z. 

c )  Como  la  magnitud  de  cada  vector  es  y/x2  +  y2  +  z2,  todos  los  puntos  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2,  a  >  0,  tie¬ 
nen  vectores  de  magnitud  a  asociados  a  ellos.  Entonces,  el  campo  toma  la  apariencia  de  un  fluido  que  emerge 
desde  una  fuente  O  y  avanza  en  todas  las  direcciones  del  espacio.  Es  un  campo  fuente  tridimensional . 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


1.31.  Determine  cuales  de  los  siguientes  son  escalares  y  cuales  son  vectores: 

a)  Energia  cinetica,  b)  intensidad  de  campo  electrico,  c)  entropia,  d)  trabajo,  e)  fuerza  centrifuga,/)  temperatura, 
g)  carga,  h)  esfuerzo  cortante,  i )  frecuencia. 

1.32.  Un  aeroplano  viaja  200  millas  hacia  el  oeste,  y  luego  150  millas  a  60°  hacia  el  noroeste.  Determine  el  desplaza- 
miento  resultante. 

1.33.  Encuentre  la  resultante  de  los  siguientes  desplazamientos:  A:  20  millas  a  30°  al  sureste;  B:  50  millas  hacia  el  oeste; 
C:  40  millas  a  30°  al  noreste;  D:  30  millas  a  60°  al  suroeste. 

1.34.  Suponga  que  ABCDEF  son  los  vertices  de  un  hexagono  regular.  Encuentre  la  resultante  de  las  fuerzas  representa- 
das  por  los  vectores  AB,  AC,  AD,  AE  y  AF. 

1.35.  Considere  los  vectores  A  y  B.  Demuestre  que:  a )  |A  +  B|  <  |a|  +  |fi|;  b)  (A  —  B|  >  |a|  —  |b|. 

1.36.  Demuestre  que  |A  +  B  +  C|  <  |A|  +  |b|  +  |c|. 


o  CAPITULO  1  Vectores  y  escalares 


1.37.  Dos  ciudades,  Ay  B,  estan  situadas  en  oposicion  directa  sobre  las  orillas  de  un  no  cuyo  ancho  es  de  8  millas  y 
fluye  con  una  velocidad  de  4  mi/h.  Un  hombre  ubicado  en  A  desea  llegar  a  la  ciudad  C  que  esta  corriente  arriba  a  6 
millas  de  la  ciudad  B  y  en  el  mismo  lado  que  esta.  Si  su  embarcacion  viaja  con  una  velocidad  maxima  de  10  mi/h 
y  si  desea  llegar  a  C  en  el  rnenor  tiempo  posible,  £que  direccion  debe  seguir  y  cuanto  tiempo  durara  el  viaje? 

1.38.  Simplifique  la  expresion:  2A  +  B  +  3C—  {A  —  2B  —  2(2A  —  3B  —  C)}. 

1.39.  Considere  vectores  no  colineales  a  y  b.  Suponga 

A  =  (x  +  4y)a  +  (2x  +  y  +  l)b  y  B  =  (y  —  2x  +  2)a  +  (2x  —  3y  —  l)b 
Encuentre  x  e  y  tales  que  3  A  =  2B. 

1.40.  Los  vectores  basicos  ai ,  a?  y  ai  estan  dados  en  terminos  de  los  vectores  basicos  b|.  bi  y  hi  por  las  relaciones 

ai  =  2b i  +  3b2  —  b3,  aj  =  bi  -  2b2  +  2b3,  a3  =  —  2b i  +  b2  —  2b3 
Suponga  que  F  =  3bi  —  b2  +  2b3.  Exprese  F  en  terminos  de  ai,  a2  y  83. 

1.41.  Sobre  un  objeto  P  actuan  tres  fuerzas  coplanares,  como  se  ilustra  en  la  figura  1-24.  Calcule  la  fuerza  necesaria  para 
impedir  que  P  se  mueva. 


1.42.  Un  peso  de  100  libras  esta  suspendido  de  su  centra  por  medio  de  una  cuerda,  como  se  aprecia  en  la  figura  1-25. 
Determine  la  tension  T  en  la  cuerda. 

1.43.  Suponga  que  a,  b  y  c  son  vectores  no  coplanares.  Determine  si  los  vectores  siguientes  tienen  independence  o  de¬ 
pendence  lineal: 

ri  =  2a  —  3b  +  c,  r2  =  3a  —  5b  +  2c,  r3  =  4a  —  5b  +  c. 

1.44.  a)  Si  O  es  un  punto  dentro  del  triangulo  ABC  y  P,  Q  y  R  son  los  puntos  medios  de  los  lados  AB,  BC  y  CA,  respec- 
tivamente,  demuestre  que  OA  +  OB  +  OC  =  OP  +  OQ  +  OR. 

b )  ^El  resultado  es  el  mismo  si  O  es  cualquier  punto  fuera  del  triangulo?  Demuestre  su  respuesta. 

1.45.  En  la  figura  1-26,  ABCD  es  un  paralelogramo  con  P  y  Q  como  puntos  medios  de  los  lados  BC  y  CD,  respectiva- 
mente.  Demuestre  que  AP  y  AQ  trisecan  la  diagonal  BC  en  los  puntos  E  y  F. 


Q 

Figura  1-26 


RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


1.46. 

1.47. 

1.48. 

1.49. 

1.50. 

1.51. 


1.52. 

1.53. 

1.54. 

1.55. 

1.56. 

1.57. 


1.58. 


1.59. 


Demuestre  que  la  recta  que  une  los  puntos  medios  de  dos  lados  de  un  triangulo  es  paralela  al  tercero  y  tiene  la  mitad 
de  su  magnitud. 

Pruebe  que  las  medianas  de  un  triangulo  se  cortan  en  un  punto  cornun,  que  es  el  punto  de  triseccion  de  las  medianas. 
Demuestre  que  los  angulos  bisectores  de  un  triangulo  se  encuentran  en  un  punto  cornun. 

Sea  que  los  vectores  de  posicion  de  los  puntos  P  y  Q  relativos  al  origen  O  estan  dados  por  los  vectores  p  y  q,  res- 
pectivamente.  Suponga  que  R  es  un  punto  que  divide  a  PQ  en  segmentos  que  estan  en  la  razon  m:n.  Demuestre  que 
el  vector  de  posicion  de  R  esta  dado  por  r  =  (mp  +  nq)/(m  +  n)  y  que  es  independiente  del  origen. 

Un  cuadrilatero  ABCD  tiene  masas  de  1,  2,  3  y  4  unidades  localizadas,  respectivamente,  en  sus  vertices 
A(—  1,  —2,  2),  B( 3,2,  —  1),  C(l,  —  2,  4)yD(3,  1,  2).  Encuentre  las  coordenadas  del  centroide. 

Demuestre  que  la  ecuacion  de  un  piano  que  pasa  por  tres  puntos  dados  A,  B  y  C,  que  no  estan  en  la  misma  recta  y 
tienen  vectores  de  posicion  a,  b  y  c  relativos  a  un  origen  O ,  se  pueden  escribir  corno: 

ma  +  »b  +  pc 

r  = - 

m  +  n  +  p 

donde  m,  n  y  p  son  escalares.  Verifique  que  la  ecuacion  es  independiente  del  origen. 

Los  vectores  de  posicion  de  los  puntos  P  y  Q  estan  dados  por  rj  =  2i  +  3j  —  k,  r2  =  4i  —  3j  +  2k.  Determine  PQ 
en  terminos  de  i.  j  y  k,  y  determine  su  magnitud. 

Suponga  que  A  =  3i  —  j  —  4k.  B  =  — 2i  +  4j  —  3k,  C  =  i  +  2j  —  k.  Encuentre 

a)  2A  —  B  +  3C,  b)  |A  +  B  +  C|,  c)  |3A  —  2B  +  4C|,  d)  un  vector  unitario  paralelo  a  3A  —  2B  +  4C. 

Las  fuerzas  siguientes  actuan  sobre  una  particula  P:  Fi  =  2i  +  3j  —  5k,  F2  =  —  5i  +  j  +  3k,  F3  =  i  —  2j  +  4k, 
F4  =  4i  —  3j  —  2k,  medidas  en  libras.  Encuentre  a)  la  resultante  de  las  fuerzas,  b)  la  magnitud  de  la  resultante. 

En  cada  caso,  determine  si  los  vectores  son  linealmente  independientes  o  dependientes: 

a)  A  =  2i  +  j  —  3k,  B  =  i  —  4k,  C  =  4i  +  3j  —  k,  b)  A  =  i  -  3j  +  2k,  B  =  2i  -  4j  —  k,  C  =  3i  +  2j  -  k. 


Pruebe  que  cuatro  vectores  cualesquiera  en  tres  dimensiones  deben  ser  linealmente  dependientes. 


Demuestre  que  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  los  vectores  A  =  A  |  i  +  /Lj  +  A3k, 

B  =  B\\  +  B2 j  +  S3k  y  C  =  Cii  +  C2 j  +  C3k  sean  linealmente  independientes,  es  que  el  determinante 


Ai  A2 
B\  B2 
Ci  C2 


A3 

b3 

C3 


sea  diferente  de  cero. 


a )  Demuestre  que  los  vectores  A  =  3i  +  j  —  2k,  B  =  —  i  +  3j  +  4k,  C  =  4i  —  2j  —  6k  pueden  formar  los  lados 
de  un  triangulo. 

b)  Encuentre  las  longitudes  de  las  medianas  del  triangulo. 

Dado  el  campo  escalar  definido  por  y,  z)  =  4_vx3  +  3xyz  —  z2  +  2.  Encuentre  a)  <p(  1,-1,  —2),  b)  4>(0,  —3,  1 ). 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


1.31.  a)  e,  b ),  v,  c)  e,  d)  e,  e)  v,/)  e,  g)  e,  h )  v,  i )  e. 

1.32.  Magnitud  304.1  (50^37),  direccion  25°17'  al  noreste  (arcsen  3vTTT/74). 

1.33.  Magnitud  20.9  millas,  direccion  21°39'  al  suroeste. 

1.34.  3  AD. 

1.37.  Linea  recta  corriente  an'iba  con  un  angulo  de  34°28'  respecto  de  la  orilla.  1  hora  25  minutos. 


CAPITULO  1  Vectores  y  escalares 

1.38. 

5A  —  3B  +  C. 

1.52. 

2i  —  6j  +  3k,  7 

1.39. 

x  =  2,y  =  -1. 

1.53. 

a)  1  li  -  8k,  b)  793, 

1.40. 

2ai  +  5a2  +  3a3. 

1.54. 

a)  2i  —  j,  b )  75. 

1.41. 

323  libras  directamente  opuestas  a  la  fuerza  de  150 

c)  V398,  (3A  -  2B  +  4C)/V398. 

libras. 

1.55. 

a)  Linealmente  dependientes,  b)  Linealmente  inde 

1.42. 

100  libras. 

pendientes. 

1.43. 

Linealmente  dependiente,  ya  que  r3  =  5ri  —  2r2. 

1.58. 

b)  V6,  (1/2)a/TT4,  (1/2)^150. 

1.44. 

Si. 

1.59. 

a)  36,  b)  -11. 

1.50. 

(2,  0,  2). 

El  producto  punto 
y  el  producto  cruz 

2.1  INTRODUCCION 

En  el  capitulo  1  se  definieron  las  operaciones  de  suma  de  vectores  y  multiplicacion  por  un  escalar.  Aqui  definimos 
dos  nuevas  operaciones  de  multiplicacion  de  vectores.  Una  de  ellas,  el  producto  punto,  da  como  resultado  un  escalar, 
mientas  que  la  otra,  el  producto  cruz,  genera  un  vector.  Despues  se  combinan  dichas  operaciones  para  definir  ciertos 
productos  triples. 

2.2  El  producto  punto  o  producto  escalar 

El  producto  punto  o  escalar  de  dos  vectores  A  y  B  se  denota  con  A  •  B  (se  lee:  A  punto  B),  y  se  define  como  el  pro¬ 
ducto  de  las  magnitudes  de  A  y  B  y  el  coseno  del  angulo  0  entre  ellos.  En  sfmbolos: 

A  •  B  =  |  A|  |B|  cos  d,  0  <  6  <  it 

Se  hace  enfasis  en  que  A  •  B  es  un  escalar  y  no  un  vector. 

Se  aplica  la  proposicion  siguiente: 

proposicion  2.1:  Suponga  que  A,  B  y  C  son  vectores  y  m  es  un  escalar.  Entonces  se  cumplen  las  siguientes 

leyes: 

; )  A  •  B  =  B  •  A  Ley  conmutativa  del  producto  punto 
it)  A  •  (B  +  C)  =  A  •  B  +  A  •  C  Ley  distributiva 
in')  m( A  •  B)  =  (mA)  •  B  =  A  •  (/»B)  =  (A  •  B)m 

iv)  i-i=j-j  =  k-  k=  L  i*j  =  j*k  =  k*i  =  0 

v)  Si  A  •  B  =  0  y  A  y  B  no  son  vectores  nulos,  entonces  A  y  B  son  perpendiculares. 
Existe  una  formula  sencilla  para  A  •  B  con  el  uso  de  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k. 

proposicion  2.2:  Dados  A  =  A\i  +  A2J  +  A^k  y  B  =  B ii  +  j  +  63k.  Entonces 

A  •  B  =  A\B\  +  A2B2  +  A3B3 

COROLARIO  2.3:  Suponga  que  A  =  Aii  +  A2 j  +  A3k.  Entonces  A  •  A  =  Aj  +  Ah  +  A3. 

EJEMPLO  2.1  Dado  A  =  4i  +  2j  —  3k,  B  =  5i  —  j  —  2k,  C  =  3i  +  j  +  7k.  Entonces: 

A  •  B  =  (4)(5)  +  (2)(— 1)  +  (— 3)(— 2)  =  20  -  2  +  6  =  24,  A  •  C  =  12  +  2  -  21  =  -7, 

B  •  C  =  15  -  1  -  14  =  0,  A  •  A  =  42  +  22  +  (-3)2  =  16  +  4  +  9  =  29 


Asi,  los  vectores  B  y  C  son  perpendiculares. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.3  Producto  cruz 

El  producto  cruz  de  los  vectores  A  y  B  es  un  vector  C  =  A  x  B  (se  lee:  A  cruz  B)  que  se  define  como  sigue.  La  mag- 
nitud  C  =  A  X  B  es  igual  al  producto  de  las  magnitudes  de  los  vectores  A  y  B  por  el  seno  del  angulo  0  entre  ellos. 
La  direccion  de  C  =  A  x  B  es  perpendicular  al  piano  de  A  y  B,  de  modo  que  A,  B  y  C  forman  un  sistema  de  mano 
derecha.  En  sfmbolos, 

A  X  B  =  [  A||  B|  sen  0  u  0  <  6  <  tt 

donde  u  es  un  vector  unitario  que  indica  la  direccion  de  A  x  B  [entonces,  A,  B  y  u  forman  un  sistema  de  mano  dere¬ 
cha].  Si  A  =  B,  o  si  A  es  paralelo  a  B,  entonces  sen  0  =  0,  y  se  define  A  X  B  =  0. 

Se  aplican  las  siguientes  proposiciones: 

proposicion  2.4:  Suponga  que  A,  B  y  C  son  vectores  y  m  es  un  escalar.  Entonces  se  cumplen  las  siguientes 

leyes: 

i )  AxB  =  -(B  x  A)  No  se  cumple  la  ley  conmutativa  para  el  producto  cruz 
a )  A  x  (B  +  C)  =  AxB  +  AxC  Ley  distributiva 

iii)  m( A  X  B)  =  (mA)  X  B  =  A  X  (mB)  =  (A  x  B )m 

iv )  ixi=jxj  =  kxk  =  0,  ixj  =  k,  jxk  =  i,  kxi=j 

v)  SiAxB  =  0yAyBno  son  vectores  nulos,  entonces  A  y  B  son  paralelos. 

vi)  La  magnitud  de  A  X  B  es  la  misma  que  el  area  de  un  paralelogramo  con  lados  A  y  B. 

Existe  una  formula  sencilla  para  AxB  cuando  se  usan  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k. 


proposicion  2.5:  Dado  A  =  Ap  +  A2  j  +  A3k  y  B  =  B\i  +  B2  j  +  B2 k.  Entonces 


A  x  B  = 


i  j  k 

Ai  A2  A3 

B 1  B2  B2 


A2  A3 
B2  Bi, 


A 1  A3 
B\  b2 


j  + 


a2 

b2 


EJEMPLO  2.2  Dados:  A  =  4i  +  2j  —  3k  y  B  =  3i  +  5j  +  2k.  Entonces 


A  x  B  = 


i  j  k 
4  2  —3 
3  5  2 


=  19i  —  17j  +  14k 


2.4  PRODUCTOS  TRIPLES 

Los  productos  punto  y  cruz  de  tres  vectores,  A,  B  y  C,  generan  resultados  importantes  llamados  productos  triples,  de 
la  forma  (A  •  B)C,  A  •  (B  x  €)  y  A  x  (B  x  C). 

La  proposicion  siguiente  se  cumple. 

proposicion  2.6:  Suponga  que  A,  B  y  C  son  vectores  y  m  es  un  escalar.  Entonces  se  cumplen  las  siguientes 

leyes: 

i )  En  general,  (A  •  B)C  A  A(B  •  C) 

ii)  A  •  (B  x  C)  =  B  •  (C  x  A)  =  C  •  (A  x  B)  =  volumen  de  un  paralelepfpedo  cuyas  aris¬ 
tas  son  A,  B  y  C,  o  el  negativo  de  dicho  volumen,  segun  si  A,  B  y  C  forman  o  no  un 
sistema  de  mano  derecha. 

iii)  En  general,  A  X  (B  x  C)  #  (  A  x  B)  X  C 

(No  se  cumple  la  ley  asociativa  para  el  producto  cruz) 

iv)  A  x  (B  x  C)  =  (A  ■  C)B  -  (A  •  B)C 
(A  x  B)  x  C  =  (A  •  C)B  -  (B  •  C)A 

Existe  una  formula  sencilla  para  A  •  (B  X  C)  cuando  se  utilizan  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k. 


Problemas  resueltos 


proposicion  2.7:  Dados  A  =  AJ  +  A2J  +  A^k,  B  =  B\i  +  B2\  +  B^k,  C  =  Cii  +  C2 j  +  C^k.  Entonces 

Ai  A2  A3 

A  •  (B  x  C)  =  By  B2  B3 

Ci  C2  Co, 

EJEMPLO  2.3  Dados  A  =  4i  +  2j  —  3k,  B  =  5i  +  j  —  2k,  C  =  3i  —  j  +  2k.  Entonces: 

4  2-3 

A  •  (B  x  C)  =  5  1  -2  =8- 12 +15  + 9 -8 -20= -8. 

3-1  2 

2.5  CONJUNTOS  RECIPROCOS  DE  VECTORES 

Los  conjuntos  a,  b,  c  y  a',  b',  c'  se  llaman  conjuntos  reciprocos  o  sistemas  reciprocos  de  vectores  si: 

a  •  a  =  b  •  b  =  c  •  c  =  1 

a'  •  b  =  a'  •  c  =  b*  a  =  b'  •  c  =  c'  •  a  =  c'  •  b  =  0 

Es  decir,  cada  vector  es  ortogonal  al  reclproco  de  los  otros  dos  vectores  en  el  sistema. 

proposicion  2.8:  Los  conjuntos  a,  b,  c,  y  a',  b',  c'  son  conjuntos  reciprocos  de  vectores  si  y  solo  si 

,  bxc  ,  .  cxa  ,  axb 
a  = — r - .  b= — - ,  c  = — - 

abxc  abxc  a-bxc 

donde  a  ■  b  x  c  #  0. 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


Producto  punto  o  producto  escalar 

2.1.  Demuestre  la  proposicion  2.1(i):  A  •  B  =  B  •  A. 

Sol u  cion 

A  •  B  =  |A||B|  cos  6  =  |5||A|  cos  0  =  B  •  A. 

Asf,  es  valida  la  ley  conmutativa  para  el  producto  punto. 

2.2.  Demuestre  que  la  proyeccion  de  A  sobre  B  es  igual  a  A  •  b,  donde  b  es  un  vector  unitario  en  la  direccion  de  B. 

Sol u  cion 

Por  los  puntos  inicial  y  terminal  de  A  se  hacen  pasar  pianos  perpendiculares  a  B,  en  G  y  //.  como  se  aprecia  en  la 
figura  2-1.  Entonces, 


Proyeccion  de  A  sobre  B  =  GH  =  EF  =  A  cos  9  =  A  •  b 


Figura  2-1 


Figura  2-2 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.3.  Demuestre  la  proposicion  2. 1  (ii):  A  •  (B  +  C)  =  A  •  B  +  A  •  C. 

Sol  u  cion 

Sea  a  un  vector  unitario  en  la  direccion  de  A.  Entonces,  como  se  ilustra  en  la  figura  2-2: 

Proy(B  +  C)  sobre  A  =  Proy(B)  sobre  A  +  Proy(C)  sobre  A,  y  por  tanto  (B  +  C)-a  =  B-  a  +  C-  a 
A1  multiplicar  por  A, 

(B  +  C)  *  Aa  —  B  •  Aa  +  C  •  Aa  y  (B  +  C)  •  A  —  B  •  A  +  C  •  A 
Entonces,  segun  la  ley  conmutativa  del  producto  punto, 

A  •  (B  +  C)  =  A  •  B  +  A  •  C 
Con  lo  que  se  demuestra  que  la  ley  distributiva  es  valida. 

2.4.  Demuestre  que  (A  +  B)  •  (C  +  D)  =  A  •  C  +  A  •  D  +  B  •  C  +  B  •  D. 

Sol u  cion 

Segun  el  problema  2.3,  (A  +  B)  •  (C  +  D)  =  A  •  (C  +  D)  +  B  •  (C  +  D)  =  A  •  C  +  A  •  D  +  B  •  C  +  B  •  D. 
Las  leyes  ordinarias  del  algebra  son  validas  para  el  producto  punto. 

2.5.  Evalue:  a)  i  •  i,  b)  i  •  k,  c)  k  •  j,  d)  j  •  (2j  —  3j  +  k),  e)  (2i  —  j)  •  (3i  +  k). 

Sol  u  cion 

a)  i  •  i  =  |i||i|  cos  0°  =  (1)(1)(1)  =  1 

b)  i  •  k  =  li||k|  cos  90°  =  (1)(1)(0)  =  0 

c)  k  •  j  =  |k|[j|  cos  90°  =  (1)(1)(0)  =  0 

d)  j  •  (2i  -  3j  +  k)  =  2j  •  i  -  3j  •  j  +  j  •  k  =  0  -  3  +  0  =  -3 

e)  (2i  —  j)  •  (3i  +  k)  =  2i  •  (3i  +  k)  —  j  (3i  +  k)  =  6i  •  i  +  2i  •  k  —  3j  •  i  —  j  •  k  =  6  +  0  —  0  —  0  =  6 

2.6.  Suponga  que  A  =  AJ  +  A2j  +  A3k  y  B  =  +  Z?2j  +  ,63k.  Demuestre  que  A  •  B  =  A\B\  +  A2B2  +  A3B3. 

Sol  u  cion 

Como  i*I=j*j  =  k*k  =  1,  y  todos  los  demas  productos  punto  son  iguales  a  cero,  se  tiene  que: 

A  •  B  =  (Aji  +  A2j  +  A3k)  (5J  +  B2 j  +  53k) 

—  A\i  •  (Z?ii  +  B^j  +  Z?3 k)  +  A2 j  (Sii  +  B2 J  +  S3k)  +  A3k  ■  (/?ji  +  B2 j  +  S3k) 

=  AiBii  ■  i  +  AxB2\  ■  j  +  A  ,fi3i  •  k  +  A2Sj  •  i  +  A2S2j  •  j  +  A2B$  •  k 

+  A35 ik  •  i  +  A2B2 k  •  j  +  A3B3 k  •  k 
=  AiB{  +  A2B2  +  A353 

2.7.  Sea  A  =  Aji  +  A2j  +  A3k.  Demuestre  que  A  =  VA  •  A  =  ^/A|  +  A\  +  A3. 

Sol  u  cion 

A  •  A  =  (A)(A)  cos  0°  =  A2.  Entonces,  A  =  ./A  •  A. 

Segun  el  problema  2.6  y  si  hacemos  B  =  A,  tenemos: 

A  •  A  =  (Aji  +  A2j  +  A3k)  •  (A,i  +  A2j  +  A3k) 

=  (AjXAj)  +  (A2)(A2)  +  (A3)(A3)  =  At  +  Ai  +  A\ 

Entonces,  A  =  VA  •  A  =  ^JA\  +  A\  +  Aj  es  la  magnitud  de  A.  En  ocasiones  A  •  A  se  escribe  como  A2. 

2.8.  Suponga  que  A  •  B  =  0  y  que  Ay  B  son  diferentes  de  cero.  Demuestre  que  A  es  perpendicular  a  B. 

Sol  u  cion 

Si  A  •  B  =  AB  cos  9=  0,  entonces  cos  0  =  0,  o  9  =  90°.  A  la  inversa,  si  9=  90°,  A  •  B  =  0. 


Problemas  resueltos 


2.9.  Encuentre  el  angulo  entre  A  =  2i  +  2j  —  kyB  =  7i  +  24k. 

Sol  u  cion 

Tenemos  que  A  •  B  =  |A||b|  cos  6. 

|A|  =  J  (2)2  +  (2)2  +  (— l)2  =  3  y  |B|  =  /(7)2  +  (0)2  +  (24)2  =  25 
A  •  B  =  (2)(7)  +  (2)(0)  +  (-1)(24)  =  -10 

Por  tanto, 

A  B  -10  -2  „  _00  .  .  ,  . 

cos  0  = - = - =  —  =  -0.1333  y  6  =  98  (aproximadamente). 

|A||5|  (3)(25)  15 

2.10.  Determine  el  valor  de  a  de  modo  que  A  =  2i+aj  +  kyB=i  +  3j  —  8k  sean  perpendiculares. 

Sol u  cion 

Segun  la  proposition  2. 1  v),  A  y  B  son  perpendiculares  cuando  A  •  B  =  0.  Entonces, 

A  •  B  =  (2)(1)  +  (a)(3)  +  (1)(— 8)  =  2  + 3a -  8  =  0 

si  a  =  2. 

2.11.  Demuestre  que  los  vectores  A  =  — i  +  j,  B  =  — i  —  j  —  2k,  C  =  2j  +  2k,  forman  un  triangulo  rectangulo. 

Sol  u  cion 

Primero  se  demostrara  que  los  vectores  forman  un  triangulo.  De  la  figura  2-3  observamos  que  los  vectores  forman 
un  triangulo  si: 

a)  uno  de  los  vectores,  digamos  (3),  es  la  surna  de  (1)  mas  (2),  o  bien 

b)  la  suma  de  los  vectores  (1)  +  (2)  +  (3)  es  igual  a  cero 

segun  si  a)  dos  vectores  tienen  un  punto  terminal  comun,  o  b)  ninguno  de  los  vectores  tiene  un  punto  terminal 
comun.  Por  ensayos  se  encuentra  que  A  =  B  +  C,  de  modo  que  los  vectores  formen  un  triangulo. 

Como  A  •  B  =  ( — 1)(  —  1)  +  ( 1 )( —  1 )  +  (0)(— 2)  =  0,  se  concluye  que  A  y  B  son  perpendiculares  y  que  el 

triangulo  es  rectangulo. 


Solucion 

Sean  a,  f3  y  y  los  angulos  que  forma  A  con  los  ejes  positivos  de  las  x,  y  y  z,  respectivamente. 

A  •  i  =  |A|(l)cosa  =  J (4)2  +  ( — 8)2  +  (l)2  cos  a  =  9  cos  a 
A  •  i  =  (4i  -  8  j  +  k)  •  i  =  4 

Entonces,  cos  a  =  4/9  =  0.4444  y  a  =  63.6°,  aproximadamente.  En  forma  similar, 

cos  (3  =  —8/9,  /3  =  152.7°  y  cos  y  =  1/9,  y  =  83.6° 

Los  cosenos  de  a,  (3  y  y  se  llaman  cosenos  directores  del  vector  A. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.13.  Encuentre  la  proyeccion  del  vector  A  =  i  —  2j  +  3k  sobre  el  vector  B  =  i  +  2j  +  2k. 

Sol  u  cion 

Se  usa  el  resultado  del  problema  2.2.  Un  vector  unitario  en  la  direccion  de  B  es: 

b  =  B/|B|  =  (i  +  2j  +  2k)/Vl  +  4  +  4  =  i/3  +  2j/3  +  2k/3 
La  proyeccion  de  A  sobre  el  vector  B  es 

A  •  b  =  (i  -  2j  +  3k)  •  (i/3  +  2j/3  +  2k/3)  =  (l)(l/3)  +  (-2)(2/3)  +  (3)(2/3)  =  1. 

2.14.  Sin  usar  el  producto  cruz,  determine  un  vector  unitario  perpendicular  al  piano  de  A  =  2i  —  6j  —  3k  y  B  = 
4i  +  3j  —  k. 

Sol u  cion 

Sea  el  vector  C  =  Cii  +  cj  +  r:k  perpendicular  al  piano  de  A  y  B.  Entonces,  C  es  perpendicular  a  A  y  tambien  a 
B.  Por  tanto. 


C  •  A  =  2ci  —  6c'2  —  3c3  =  0  o  bien  ( 1 )  2ci  —  603  =  3c3 
C  •  B  =  4ci  +  3c2  —  C3  =  0  o  bien  (2)  4ci  +  3c2  =  C3 


Se  resuelven  simultaneamente  (1)  y  (2):  ci  =  -C3,  C2  =  —  -C3,  C  =  c3  ^-i  —  -j  +  k  ) . 


1-  !.  , 

es)  -i--j  +  k 


Entonces.  un  vector  unitario  en  la  direccion  C  es  —  = 

|C| 


N  L 


M  +ID2 


,'3.  2.  6, 

=  +(-1  — 1  +  k 
—  >  7  7  7 


2.15.  Demuestre  la  ley  de  los  cosenos  para  los  triangulos  pianos. 


Solucion 

De  la  figura  2-4, 


B  +  C  =  A  o  bien  C  =  A  -  B 


Entonces, 


CC  =  (A-B)(A-B)  =  AA  +  BB-2AB 


y 


C2  =  A2  +  B2  -  2AB  cos  6 


Figura  2-4 


Figura  2-5 


Problemas  resueltos 


2.16.  Demuestre  que  las  diagonales  de  un  rombo  son  perpendiculares  (consulte  la  figura  2-5). 

Sol  u  cion 

OQ  =  OP  +  PQ  =  A  +  B 

OR  +  RP  =  OP  o  bien  B  +  RP  =  A  y  RP  =  A  —  B 

Entonces,  como  |a|  =  |fi|. 

OQ  ■  RP  =  (A  +  B)  •  (A  -  B)  =  |A|2  -  |b|2  =  0 
Se  concluye  que  OQ  es  perpendicular  a  RP. 

2.17.  Sea  A  =  Ati  +  At]  +  A3k  cualquier  vector.  Demuestre  que  A  =  (A  •  i)i  +  (A  •  j)j  +  (A  •  k)k. 

Sol  u  cion 

Como  A  =  Aii  +  At]  +  A3k, 

A  •  i  =  AJ  •  i  +  A2j  •  i  +  A3k  •  i  =  Ai 
De  manera  similar,  A  •  j  =  A2  y  A  •  k  =  A3.  Entonces 

A  =  Aji  +  A2j  +  A3k  =  (A  •  i)i  +  (A  •  j)j  -  (A  •  k)k. 

2.18.  Calcule  el  trabajo  realizado  al  mover  un  objeto  a  lo  largo  del  vector  r  =  3i  +  j  —  5k  si  se  aplica  la  fuerza 

F  =  2i  -  j  -  k. 

Sol  u  cion 

Considere  la  figura  2-6. 

Trabajo  realizado  =  (magnitud  de  la  fuerza  en  la  direccion  del  movimiento)(distancia  recorrida) 

=  (F  cos  0)(r)  =  F  -  r  =  (2i  —  j  —  k)  -  (3i  +  j  —  5k) 

=  6  -  1  +  5  =  10 


z 


Figura  2-6  Figura  2-7 


2.19.  Encuentre  una  ecuacion  del  piano  perpendicular  al  vector  A  =  2i  —  3j  +  6k  y  que  pasa  por  el  punto  terminal 
del  vector  B  =  i  +  2j  +  3k  [vea  la  figura  2-7], 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


Solution 

Como  PQ  =  B  —  r  es  perpendicular  a  A,  tenemos  que  (B  —  r)  •  A  =  0,  es  decir  que  r  •  A  =  B  •  A  es  la  ecuacion 
requerida  del  piano  en  forma  vectorial.  En  forma  rectangular  se  convierte  en 

(xi  +  yj  +  zk)  •  (2i  —  3j  +  6k)  =  (i  +  2j  +  3k)  •  (2i  —  3j  +  6k) 

o  bien 

2x  —  3y  +  6z  =  2  —  6  +  18  =  14 


2.20.  Encuentre  la  distancia  del  origen  al  piano  descrito  en  el  problema  2.19. 

Solution 

La  distancia  del  origen  al  piano  es  la  proyeccion  de  B  sobre  A.  Un  vector  unitario  en  la  direccion  de  A  es 


a  =  X/\A\  =  ■ 


2i  —  3 j  +  6k 


2.  3.  6, 

-zti-ztJ  +  ztk 


V(2)2  +  (— 3)2  +  (6)2  111 

Entonces,  la  proyeccion  de  B  sobre  A  es  igual  a 

B-a  =  (i  +  2j  +  3k)(^i-^j  +  |k)  =(!)  =  — (2)^+ (3)2  =  2. 


Ill 


1  1  1 


Producto  cruz  o  vectorial 

2.21.  Demuestre  que  A  x  B  =  —  (A  x  B). 

Solution 

A  •  B  =  C  tiene  magnitud  de  AB  sen  9  y  direccion  tal  que  A,  B  y  C  forman  un  sistema  de  mano  derecha,  como  en 
la  figura  2-8fl). 

B  •  A  =  D  tiene  magnitud  de  BA  sen  9  y  direccion  tal  que  B,  A  y  D  forman  un  sistema  de  mano  derecha,  como  se 
ilustra  en  la  figura  2-8 b). 

Entonces,  D  tiene  la  misma  magnitud  que  C  pero  en  direccion  opuesta,  es  decir  C  =  —  D.  Entonces,  A  X  B  = 
—(A  X  B). 

En  consecuencia,  no  es  valida  la  ley  conmutativa  para  el  producto  cruz. 


2.22.  Suponga  que  A  X  B  =  0  y  que  A  y  B  son  diferentes  de  cero.  Demuestre  que  A  es  paralelo  a  B. 

Solution 

Como  A  X  B  =  AB  sen  9  u  =  0,  tenemos  que  sen  9=0,  por  lo  que  9  =  0°  o  180°. 


Problemas  resueltos 


2.23.  Demuestre  que  |A  x  Bj2  +  |A  •  Bp  =  |a|2|b|2. 

Sol  u  cion 

|A  x  Bp  +  |A  •  Bp  =  |AB  sen  9  up  +  |AB  cos  0p 
=  A2B2  sen2  9  +  A2B2  cos2  9 
=  A2B2  =  |Ap|Bp 

2.24.  Evalue:  a)  2j  X  3k,  b)  2j  x  —  k,  c)  —  3i  X  —  2k  y  d)  2j  x  3i  —  k 

Sol u  cion 

a)  (2j)  x  (3k)  =  6(j  x  k)  =  6i 

b )  (21)  x  (-k)  =  —2(1  x  k)  =  —  2i 

c)  (— 3i)  x  (-2k)  =  6(i  x  k)  =  -6j 

d)  2j  x  3i  —  k  =  6(j  x  i)  —  k  =  -6k  -  k  =  -7k. 

2.25.  Demuestre  que  A  X  (B  +  C)  =  A  X  B  +  A  X  C  para  el  caso  en  que  A  es  perpendicular  tanto  a  B  como  a  C  [vea 
la  figura  2-9]. 

Sol  u  cion 

Como  A  es  perpendicular  a  B,  A  X  B  es  un  vector  perpendicular  al  piano  de  A  y  B  y  tiene  magnitud  de  AB  sen  90° 
=  AB  o  magnitud  de  AB.  Esto  equivale  a  multiplicar  el  vector  B  por  A  y  a  girar  el  vector  resultante  un  angulo  de 
90°  para  llevarlo  a  la  posicion  que  se  muestra  en  la  figura  2-9. 

De  manera  similar,  A  X  C  es  el  vector  que  se  obtiene  al  multiplicar  C  por  A  y  girar  90°  el  vector  resultante 
hasta  la  posicion  que  se  ilustra. 

En  la  misma  forma,  A  x  (B  +  C)  es  el  vector  que  se  obtiene  al  multiplicar  B  +  C  por  A,  con  la  rotacion  del 
vector  resultante  en  un  angulo  de  90°  para  llevarlo  a  la  posicion  que  se  aprecia. 

Como  A  X  (B  +  C)  es  la  diagonal  del  paralelogramo  que  tiene  como  lados  a  A  x  B  y  A  X  C,  tenemos  que 
Ax(B  +  C)  =  AxB  +  AxC. 


Figur  2-9  Figura  2-10 


2.26.  Demuestre  que  Ax(B  +  C)  =  AxB  +  AxC  para  el  caso  general  en  que  A,  B  y  C  no  son  coplanares  [vea 
la  figura  2-10], 

Sol  u  cion 

Se  descompone  a  B  en  dos  vectores  componentes,  uno  perpendicular  a  A  y  otro  paralelo  a  A,  y  se  los  denota  con 
B  y  B||,  respectivamente.  Entonces,  6  =  6!  +  By. 

Si  6  es  el  angulo  entre  A  y  B,  entonces  B±  =  B  sen  9.  Por  ello,  la  magnitud  de  A  x  B  es  AB  sen  9,  igual 
que  la  magnitud  de  A  X  B.  Asimismo,  la  direccion  de  A  x  B  es  la  misma  que  la  direccion  de  A  x  B.  Entonces, 
AxBx  =  A  x  B. 

En  forma  similar,  si  C  se  descompone  en  dos  vectores  componentes  C|  y  Cj_,  paralelos  y  perpendiculares 
respectivamente  a  A,  entonces  A  X  C_l  =  A  X  C. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


Asimismo,  como  B  +  C  =  B±  +  B||  +  Ci  +  C|  =  (B±  +  Ci)  +  (B|  +  Cy),  se  concluye  que 

A  x  (B±  +  Cj.)  =  A  x  (B  +  C). 

Ahora,  Bi  y  Cj_  son  vectores  perpendiculares  a  A,  por  lo  que,  segun  el  problema  2.25, 

A  x  (Bi  "L  Cx)  —  A  x  B±  +  A  x  Ci 

Entonces, 


Ax(B  +  C)=AxB  +  AxC 


y  se  cumple  la  ley  distributiva.  A1  multiplicar  por  —  1,  segun  el  problema  2.21,  se  obtiene  (B  +  C)xA  =  BxA  + 
C  X  A.  Observe  que  en  el  producto  cruz  el  orden  de  los  factores  sf  es  importante.  Las  leyes  habituales  del  algebra 
solo  se  aplican  si  se  mantiene  un  orden  apropiado. 


2.27.  Suponga  que  A  =  Ati  +  A2 j  +  A3k  y  que  B 


B ii  +  B2 j  +  B3k.  Demuestre  que  A  x  B  = 


i 

Ai 

By 


j  k 

A2  Aj 

b2  b2 


Solution 

A  x  B  =  (AJ  +  A2 j  +  A3k)  x  (5ii  +  B2 j  +  53k) 

=  Aji  x  (Bii  +  B2j  +  S3k)  +  A2 j  x  (Sii  +  B2 j  +  B3k)  +  A3k  x  (5ii  +  B2 j  +  B3k) 
=  AxB\i  x  i  +  A)52i  x  j  +A;53i  x  k  +  A25jj  x  i  +  A252j  x  j  +A253j  x  k 
+  A35ik  x  i  +  A3B2k  x  j  +  A3B3k  x  k 


—  (A253  —  A3B2)i  +  (A35[  —  AiB3)j  +  (AiB2  —  A25i)k 


i  j  k 

Ai  A2  A3 
By  Bi  B3 


2.28.  Suponga  que  A=j  +  2kyB  =  i  +  2j  +  3k.  Encuentre:  a)  A  x  B,  b)  B  x  A  y  c)  (A  +  B)  x  (A  —  B). 


Solution 


a)  A  x  B  =  (j  +  2k)  x  (i  +  2j  +  3k) 


i  j  k 

0  1  2 
1  2  3 


1 

2 

i  — 

2 

3 

-i  +  2j  -  k. 


b)  B  x  A  =  (i  +  2j  +  3k)  x  (j  +  2k) 


i  j  k 

1  2  3 
0  1  2 


2  3 
1  2 


1  3 
0  2 


j  + 


1  2 
0  1 


k  =  i  —  2j  +  k. 


AI  comparar  con  el  inciso  a),  tenemos  que  A  x  B  =  —  (B  X  A).  Note  que  esto  equivale  al  teorema  siguiente:  si 
se  cambian  dos  renglones  de  un  determinante,  cambia  el  signo  de  este. 


c) 


A  +  B  =  i  +  3j  +  5kyA  —  B 
(A  +  B)  x  (A  -  B)  = 


—  k.  Entonces, 


3  5 

1  5 

1  3 

5 

— 

-1  -1 

i  — 

-1  -1 

j  + 

-1  -1 

-1 


2i  —  4j  +  2k. 


Problemas  resueltos  o 


2.29.  Suponga  que  A  =  — i+j  +  k,  B  =  i— j  +  k,  C  =  i+  j—  k.  Calcule:  a)  (A  X  B)  x  C  y  b)  A  x  (B  x  C). 

Sol  u  cion 


a)  A  x  B  = 


i  j  k 

-1  1  1 

1  -1  1 


—  2i  +  2j 


Entonces  (A  x  B)  x  C  =  (2i  +  2j )  x  (i  +  j  —  k)  = 

b)  B  x  C  =  (i  -  j  +  k)  x  (i  +  j  -  k)  = 


i  j  k 

1  -1  1 

1  1  -1 


1  j  k 

2  2  0 
1  1  -1 

=  2j  +  2k. 


=  — 2i  +  2j 


Por  tanto,  A  x  (B  x  C)  =  (— i  +  j  +  k)  x  (2j  +  2k)  = 


i  j  k 

-1  1  1  =2j-2k. 

0  2  2 

Asi  (A  x  B)  x  C  #  A  x  (B  X  C).  Esto  demuestra  la  necesidad  de  usar  parentesis  en  A  X  B  x  C  a  fin  de  evitar  am- 
bigiiedades. 


2.30.  Demuestre  que:  a)  el  area  de  un  paralelogramo  con  lados  que  se  tocan  A  y  B,  como  se  ilustra  en  la  figura  2-11, 
es  |A  x  B|.  b)  El  area  de  un  triangulo  con  lados  A  y  B  es  \  [A  X  B|. 


Sol  u  cion 

a)  Area  de  un  paralelogramo  =  /?|b|  =  |a|  sen  0  |b|  =  |A  X  B|. 

b )  Area  de  un  triangulo  =  \  area  del  paralelogramo  =  \  |A  X  B| 


Figura  2-11  Figura  2-12 


2.31.  Demuestre  la  ley  de  los  senos  para  los  triangulos  pianos. 


Solucion 

Sea  que  a,  b  y  c  representan  los  lados  de  un  triangulo  ABC,  como  en  la  figura  2-12.  Entonces,  a  +  b  +  c  =  0.  A1 
multiplicar  sucesivamente  a  X,  b  x  y  c  X,  se  encuentra  que: 

axb=bxc=cxa 

es  decir 


o  bien 


ab  sen  C  —  be  sen  A  =  ca  sen  B 


sen  A  _  sen  B  _  sen  C 
a  b  c 

2.32.  Considere  un  tetraedro  como  el  de  la  figura  2-13,  con  lados  Fu  F2,  F2  y  FA.  Sean  Vi,V2,V3  y  V4,  vectores  cuyas 
magnitudes  sean  iguales  a  las  areas  de  F\,  F2,  F3  y  F4,  respectivamente,  y  cuyas  direcciones  sean  perpendicu- 
lares  a  dichas  caras  en  la  direccion  hacia  fuera.  Demuestre  que  V|  +  V2  +  V3  +  V4  =  0. 

Solucion 

De  acuerdo  con  el  problema  2.30,  el  area  de  una  cara  triangular  determinada  por  R  y  S  es  ||R  x  S|. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


Los  vectores  asociados  con  cada  una  de  las  caras  del  tetraedro  son 

V!  =  i A  x  B,  V2  =  |B  x  C,  V3  =  |C  x  A  y  V4  =  |(C  -  A)  x  (B  -  A) 

Entonces, 

Vi  +  V2  +  V3  +  V4  =  \  [A  x  B  +  B  x  C  +  C  x  A  +  (C  -  A)  x  (B  -  A)] 

=  |[AxB  +  BxC  +  CxA  +  CxB-CxA-AxB  +  AxA]=0. 

Este  resultado  se  generaliza  a  poliedros  cerrados  y,  en  el  caso  lfmite,  a  cualquier  superficie  cerrada. 

Debido  a  la  aplicacion  presentada  aquf,  en  ocasiones  es  eonveniente  asignai'  una  direccion  al  area,  por  lo  que 
se  habla  del  area  vectorial. 


2.33.  Encuentre  el  area  del  triangulo  cuyos  vertices  estan  en  P(  1,  3,  2),  Q( 2,-1,  1)  y  R(—  1,  2,  3). 

Sol  u  cion 

PQ  =  (2  -l)i  +  (-1  —  3)j  +  (1  —  2)k  =  i  -  4j  -  k 
PR  =  (-1  —  l)i  +  (2  — 3)j  +  (3  —  2)k  =  -2i  -  j  +  k 

Del  problema  2.30, 

area  del  triangulo  =  ^  |PQ  x  PRj  =  ^  |(i  —  4j  —  k)  x  (— 2i  —  j  +  k)j 

—  5i  +  j  -  9k|  =  y(-5)2  +  (l)2  +  (— 9)2  =  ^\/T07. 

2.34.  Determine  un  vector  unitario  perpendicular  al  piano  de  A  =  2i  —  6j  —  3k  y  B  =  4i  +  3j  —  k. 


Sol  u  cion 

A  x  B  es  un  vector  perpendicular  al  piano  de  A  y  B. 


A  x  B  = 


1  j  k 

2  -6  -3 

4  3-1 


=  15i  —  lOj  +  30k 


Un  vector  unitario  paralelo  a  A  X  B  es 


A  x  B 


3.  2.  6 


15i  -  lOj  +  30k 

lAxBl  v^lSf  +  C-lOf  +  OO)2  7‘  7J  '  7‘ 

Otro  vector  unitario,  en  direccion  opuesta,  es  (— 3i  +  2j  —  6k)/7.  Compare  este  resultado  con  el  problema  2.14. 


2.35.  Encuentre  una  expresion  para  el  momento  de  una  fuerza  F  con  respecto  de  un  punto  P,  como  se  ilustra  en  la 
figura  2-14. 


Solucion 

El  momento  M  de  F  con  respecto  de  P  tiene  igual  magnitud  a  P  en  la  lfnea  de  accion  de  F.  Entonces,  si  r  es  el 
vector  de  P  al  punto  inicial  Q  de  F, 


Problemas  resueltos 


Si  se  piensa  en  un  tomillo  de  rosea  derecha  eii  P,  perpendicular  al  piano  de  r  y  F,  entonces,  euando  actua  la 
fuerza  F,  el  tornillo  se  movera  en  direccion  de  r  X  F.  Debido  a  esto,  es  conveniente  definir  el  momento  eomo  el 
vector  M  =  r  x  F. 


CO 


2.36.  Como  se  aprecia  en  la  figura  2-15,  un  cuerpo  rfgido  gira  con  respecto  de  un  eje  a  traves  del  punto  O  con  rapi- 
dez  angular  co.  Demuestre  que  la  velocidad  lineal,  v,  de  un  punto  P  del  cuerpo  con  vector  de  posicion  r  esta 
dada  por  v  =  oj  x  r,  donde  co  es  el  vector  con  magnitud  de  to  cuya  direccion  es  aquella  en  que  avanzarla  un 
tornillo  de  mano  derecha  con  la  rotation  dada. 

Sol u  cion 

Como  P  viaja  en  un  circulo  de  radio  r  sen  9,  la  magnitud  de  la  velocidad  lineal  v  es  w(r  sent?)  =  \io  X  r| 
v  debe  ser  perpendicular  tanto  a  co  como  a  r,  y  es  tal  que  r,  co  y  v  forman  un  sistema  de  mano  derecha. 

Entonces,  v  coincide  tanto  en  magnitud  como  en  direccion  con  co  X  r;  asl,  v  =  to  x  r.  El  vector 
nombre  de  velocidad  angular. 


.  Asimismo, 
co  recibe  el 


Productos  triples 


2.37.  Suponga  que  A 

=  Ai i  +  Ay  +  A3k,  B  =  Sii  +  sy  +  S3k  y 

c  = 

Demuestre  que 

Ai 

a2 

A3 

A  •  (B  x  C)  = 

B  i 

b2 

b2 

Ci 

c2 

c3 

Cy  +  C3k. 


So  I  u  cion 


A  •  (B  x  C)  =  A 


i  j  k 

B\  B2  B3 
Ci  C2  C3 


=  (Aii  +  A2 j  +  A3k)  •  [(S2C3  -  B3C2) i  +  (B3Ci  -  B\ C3)j  +  (Si  C2  -  S2Ci)k] 
=  Ai  (B2C3  —  B3C2)  +  A2(B3Ci  —  B\C3)  +  A3(SiC2  —  B2C\) 

Ai  A2  A3 
=  Si  s2  s3 
Ci  c2  c3 


2.38.  Evalue  (i  +  2j  +  3k)  (i  +  3j  +  5k)  x  (i  +  j  +  6k). 

Sol  u  cion 


Segun  el  problema  2.37,  el  resultado  es 


1  2  3 
1  3  5 
1  1  6 


=  5. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.39.  Demuestre  que  A  •  (B  X  C)  =  B  •  (C  X  A)  =  C  •  (A  x  B). 


Solucion 


A\  A2  A3 

Segun  el  problema  2.37,  A  •  (B  x  C)  =  Bt  B2  B 3  . 

Ci  C2  C3 

De  acuerdo  con  un  teorema  de  los  determinantes,  si  se  intercambian  dos  renglones  de  un  determinante,  el  signo  de 
este  carnbia,  entonces  tenemos  lo  siguiente: 

Ai  A2  A3  B\  B2  B2  B\  B2  B2 

5,  B2  B3  =-  A,  A2  A3  =  Ci  C2  C3  =  B  •  (C  x  A) 

Ci  C2  C3  Ci  C2  C3  Ai  A2  A3 

Ai  A2  A3  Ci  C2  C3  Ci  C2  C3 

5,  B2  B3  =  -  Bt  B2  B3  =  Ai  A2  A3  =  C  ■  (A  x  B) 

Ci  C2  C3  Ai  A2  A3  Bi  B2  B2 


2.40.  Demuestre  que  A  •  (B  x  C)  =  (A  x  B)  •  C. 

Solucion 

Del  problema  2.39,  A  •  (B  x  C)  =  C  •  (A  x  B)  =  (A  x  B)  •  C. 

En  ocasiones,  A  •  (B  X  C)  se  escribe  sin  parentesis:  A  •  B  X  C.  En  este  caso  no  puede  haber  ambigiiedad  por- 
que  las  unicas  interpretaciones  posibles  son  A  •  (B  X  C)  y  (A  •  B)  X  C.  Sin  embargo,  esta  ultima  no  tiene  ningun 
significado  porque  no  esta  definido  el  producto  cruz  de  un  escalar  con  un  vector. 

El  resultado  A-BxC  =  AxB-Cen  ocasiones  se  resume  en  el  enunciado  de  que  el  punto  y  la  cruz  pueden 
cambiar  su  lugar  sin  que  se  afecte  el  resultado. 

2.41.  Demuestre  que  A  •  (A  x  C)  =  0. 

Solucion 

Del  problema  2.40  y  del  hecho  que  A  X  A  =  0,  se  tiene  que  A  •  (A  X  C)  =  (A  X  A)  •  C  =  0. 

2.42.  Demuestre  que  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  los  vectores  A,  B  y  C  sean  coplanares  es  que 
A  •  B  x  C  =  0. 

Solucion 

Observe  que  A  •  B  x  C  no  puede  tener  otro  significado  mas  que  A  •  (B  X  C). 

Si  A,  B  y  C  son  coplanares,  el  volumen  del  paralelepi'pedo  formado  por  ellos  es  igual  a  cero.  Entonces,  de 
acuerdo  con  el  problema  2.43,  A  •  B  x  C  =  0. 

A  la  inversa,  A  •  B  x  C  =  0,  el  volumen  del  paralelepipedo  formado  por  los  vectores  A,  B  y  C  es  igual  a  cero, 
por  lo  que  los  vectores  deben  encontrarse  en  el  mismo  piano. 

2.43.  Demuestre  que  el  valor  absoluto  del  producto  triple  A  •  (B  x  C)  es  el  volumen  de  un  paralelepipedo  con  lados 

A,  B  y  C. 

Solucion 

Sea  n  un  vector  unitario  normal  a  un  paralelogramo  /,  con  direccion  de  B  x  C,  y  sea  h  la  altura  del  punto  terminal 
de  A  sobre  el  paralelogramo  I  [vea  la  figura  2-16]. 

Volumen  del  paralelepipedo  =  (altura  /;)(area  del  paralelogramo  /) 

=  (A  •  n)(|B  x  C|) 

=  A  -  { |B  x  Cjn}  =  A-(BxC) 

Si  A,  B  y  C  no  forman  un  sistema  de  rnano  derecha,  A  •  n  <  0,  y  el  volumen  =  |A  •  (B  x  C)|. 


Problemas  resueltos 


Figura  2-16 


Z 


Figura  2-17 


2.44.  Sean  iq  =  x | i  +  yj  +  Z|k,  r2  =  x2i  +  Voj  +  ok  v  r3  =  x3i  +  vj  4-  ~3k  los  vectores  de  posicion  de  los  puntos 
P](X],  y \ ,  zi),  Pi{x2,  yi,  Z2 )  y  P^x2,  y3,  z3).  Encuentre  una  ecuacion  para  el  piano  que  pasa  por  los  puntos  Ph 
P2  y  P 3. 

Sol u  cion 

Supondremos  que  P\,P2y  Pi  no  estan  en  la  misma  lrnea  recta;  entonces  determinan  un  piano. 

Sea  que  r  =  xi  +  vj  +  "k  denote  al  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  P(x,  y,  z)  en  el  piano.  Considere 
vectores  PiP2  =  r2  —  ri,  P1P3  =  r3  —  ri  y  PjP  =  r  —  iq,  todos  en  el  piano  [vea  la  figura  2-17], 

Segun  el  problema  2.42,  PjP  •  P[P2  x  P1P3  =  0  o  (r  —  ri)  •  (r2  —  ri)  x  (r3  —  iq)  =  0. 

En  terminos  de  coordenadas  rectangulares  se  convierte  en: 

[(x  -  xi)i  +  (y  -  yx)j  +  (z  ~  zi)k]  •  [(x2  -  xi)i  +  (y2~  >’i)j  +  (z2  ~  zi)k]  x  [(x3  -  xi)i  +  (y3  -  yi)j 
+  (z3  ~  zi)k]  =  0 

o  bien,  segun  el  problema  2.37, 

x  -  xi  y  -  yi  z  -  zi 
x2  -  xi  y2  —  yi  z2  -  zi  =  0. 
x3  -  xi  y3  -  yi  Zi  —  Zi 

2.45.  Encuentre  una  ecuacion  para  el  piano  determinado  por  los  puntos  P\(2,  —  1,  1),  P2( 3,  2,  —  1 )  y  P2(  —  1 , 3,  2). 

Sol  u  cion 

Los  vectores  de  posicion  de  Pi,  P2  y  P3  y  de  cualquier  punto  P(x,  y,  z)  son,  respectivamente,  =  2i  —  j  +  k, 
r2  =  3i  +  2j  —  k,  r3  =  — i  +  3j  +  2k  y  r  =  xi  +  yj  +  zk. 

Entonces.  PPi  =  r  —  ri,  P2Pi  =  r2  —  ri  y  P3P1  =  r3  —  T]  se  encuentran  en  el  piano  pedido,  de  modo  que 

(r  -  r ! )  •  (r2  -  r, )  x  (r3  -  r:)  =  0 

es  decir, 

[(x  -  2)1  +  (y  +  l)j  +  (z  -  l)k]  •  [i  +  3j  -  2k]  x  [-3!  +  4j  +  k]  =  0 

[(x  -  2)1  +  (y  +  l)j  +  (z  -  l)k]  •  [lli  +  5j  +  13k]  =  0 

ll(x  —  2)  +  5(y  +  1)  +  13(z  —  1)  =0  o  1  lx  +  5y  +  13z  =  30. 

2.46.  Suponga  que  los  puntos  P,  Q  y  R  no  se  encuentran  en  la  misma  linea  recta  y  tienen  vectores  de  posicion  a,  b 
y  c  relativos  a  un  origen  dado.  Demuestre  que  axb  +  bxc  +  cxaesun  vector  perpendicular  al  piano  de 

P,QyR- 

Sol u  cion 

Sea  r  el  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  en  el  piano  de  P.  Q  y  R.  Entonces,  los  vectores  r  —  a,  b  —  a  y 
c  —  a  son  coplanares,  por  lo  que  segun  el  problema  2.42 

(r  —  a)  •  (b  —  a)  x  (c  —  a)  =0  o  (r  —  a)  •  (a  x  b  +  b  x  c  +  c  x  a)  =  0. 

Asi,  axb  +  bxc  +  cxa,  es  perpendicular  a  r  —  a,  por  lo  que  es  perpendicular  al  piano  de  P,  Q  y  R. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.47.  Demuestre  que  a)  A  x  (B  x  C)  =  B(A  •  C)  -  C(A  •  B)  y  b)  (A  x  B)  x  C  =  B(A  •  C)  -  A(B  •  C). 

Sol  u  cion 

a)  Sean  A  =  Aii  +  AJ  +  A3k,  B  =  B\i  +  Bij  +  S3k,  C  =  C\\  +  C2 j  +  C3k.  Entonces 

i  j  k 

A  x  (B  x  C)  =  (Aji  +  A2j  +  A3k)  x  B\  B2  B3 

Ci  c2  c3 

=  (A i i  +  A2 j  +  A3k)  x  ([ B2C2  —  53C2]i  +  [S3Ci  —  SiC3Jj  +  \B\C2  —  fi2Ci]k) 
i  j  k 

Ai  A2  A3 

\B2C2—B2C2  B2C\—  B\C2  B\C2—BiC\ 

=  (A2B\C2  —  A2B2Ci  —  A353Ci  +  A3fii  C3)i  +  ( A2B2C2  —  A2B2C2  —  A\B\ C2  +  Aii?2Ci)j 
+  (Ai-S3Ci  —  Ai5iC3  —  A2B2C2  +  A2B2C2)k. 


Asimismo, 

B(A  •  C)  -  C(A  •  B)  =  (5J  +  B2 j  +  BjkXAjC!  +  A2C2  +  A3C3)  -  (C,i  +  C2 j  +  C^)(A,B,  +  A2B2  +  A3B3) 

=  ( A2ByC2  +  A3BiC3  —  A2C\B2  —  A3CiB3)i  +  (B2A\C\  +  B2A2C2  —  C2A\B\  —  C2A2B2) j 

+  (B^AiCi  +  B2A2C2  —  CyliBi  —  CiAiBi)^. 

de  lo  que  se  concluye  el  resultado. 

b)  (A  x  B)  X  C  =  -C  X  (A  x  B)  =  -  { A(C  •  B)  -  B(C  •  A)}  =  B(A  •  C)  -  A(B  •  C),  despues  de  reemplazar  A, 
B  y  C  del  inciso  a)  por  C,  A  y  B,  respectivamente. 

Observe  que  A  X  (B  x  C)  ¥=  (A  X  B)  X  C,  es  decir,  la  ley  asociativa  para  el  producto  cruz  de  vectores  no  es 
valida  para  todos  los  vectores  A.  B  y  C. 

2.48.  Demuestre  que  (A  x  B)  •  (C  X  D)  =  (A  •  C)(B  •  D)  -  (A  •  D)(B  •  C). 

Sol u  cion 

Del  problema  2.41,  X  •  (C  X  D)  =  (X  X  C)  •  D.  Sea  X  =  A  X  B;  entonces 

(A  x  B)  •  (C  x  D)  =  {(A  x  B)  x  C}  •  D 

=  {B(A  •  C)  -  A(B  •  C)}  •  D 

=  (A  •  C)(B  •  D)  —  (A  •  D)(B  •  C),  al  aplicar  el  problema  2.41b). 

2.49.  Demuestre  que  A  x  (B  X  C)  +  B  X  (C  X  A)  +  C  X  (A  X  B)  =  0. 

Sol  u  cion 

Segun  el  problema  2.47a),  A  x  (B  X  C)  =  B(A  •  C)  —  C(A  •  B) 

B  x  (C  x  A)  =  C(B  •  A)  -  A(B  •  C) 

C  x  (A  x  B)  =  ACC  •  B)  -  B(C  •  A) 

Al  sumar  se  llega  al  resultado. 

2.50.  Demuestre  que  (A  xB)x(CxD)  =  B(A  •  CxD)  -  A(B  ■  CxD)  =  C(A  •  B  x  D)  -  D(A  •  B  X  C). 

Sol  u  cion 

De  acuerdo  con  el  problema  2.47a),  X  X  (C  X  D)  =  C(X  •  D)  —  D(X  •  C).  Sea  X  =  A  x  B;  entonces, 

(A  x  B)  x  (C  x  D)  =  C(A  x  B  •  D)  -  D(A  x  B  •  C) 

=  C(A  •  B  x  D)  -  D(A  •  B  x  C) 


Problemas  resueltos 


Segun  el  problema  2 Alb),  (A  x  B)  X  Y  =  B(A  ■  Y)  —  A(B  •  Y).  Sea  Y  =  C  X  D;  entonces, 

(A  x  B)  x  (C  x  D)  =  B(A  •  C  x  D)  -  A(B  •  C  x  D). 

2.51.  Sea  PQR  un  triangulo  esferico  cuyos  lados  p,  qy  r  son  arcos  de  cfrculos  mayores.  Demuestre  que 

sen  P  _  sen  Q  _  sen  R 
sen  p  sen  q  sen  r 


Solution 

Suponga  que  la  esfera,  que  se  ilustra  en  la  figura  2-18,  tiene  radio  unitario.  Sean  los  vectores  unitarios  A,  B  y  C 


dibujados  del  centra  O  de  la  esfera  hacia  P,  Qy  R,  respectivamente.  Del  problema  2.50, 

(A  x  B)  x  (A  x  C)  =  (A  •  B  x  C)A  (1) 

Un  vector  unitario  perpendicular  a  A  X  B  y  A  X  C  es  A,  de  modo  que  la  ecuacion  (1)  se  convierte  en 

(sen  r  sen  q  sen  P)  A  =  (A  •  B  x  C)A  o  bien  (2) 

sen  r  sen  q  sen  P  =  A  •  B  x  C  (3) 

Por  permutation  cfclica  de  p,  q,  r,  P,  Q,  R  y  A,  B  y  C,  obtenemos 

sen  p  sen  r  sen  Q  =  B  •  C  x  A  (4) 

sen  q  sen  p  sen  K  =  C-  AxB  (5) 


Entonces,  como  los  miembros  del  lado  derecho  de  (3),  (4)  y  (5)  son  iguales  (vea  el  problema  2.39) 
sen  r  sen  q  sen  P  —  sen  p  sen  r  sen  Q  =  sen  q  sen  p  sen  R 
de  lo  que  se  concluye  que 

sen  P  _  sen  Q  _  sen  R 
sen  p  sen  q  sen  r 

Esta  se  llama  ley  de  los  senos  para  triangulos  esfericos. 


Figura  2-18 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.52. 


Demuestre  que  (A  X  B)  •  (B  x  C)  X  (C  x  A) 


(A  •  B  x  C)2. 


Solucion 


Segun  el  problema  2.41a),  X  X  (C  X  A)  =  C(X  •  A)  —  A(X  •  C).  Sea  X  =  BxC;  entonces, 

(B  x  C)  x  (C  x  A)  =  C(B  x  C  •  A)  -  A(B  x  C  •  C) 

=  C(A  •  B  x  C)  -  A(B  •  C  x  C) 

=  C(A  •  B  x  C) 


Asf, 


(A  x  B)  •  (B  x  C)  x  (C  x  A)  =  (A  x  B)  •  C(A  •  B  x  C) 

=  (A  x  B  •  C)(A  •  B  x  C) 

=  (A  •  B  x  C)2 


2.53.  Dados  los  vectores  a' 
que 


bxc  cxa  ,  axb 

- ,  b  = - y  c  = - ,  suponga  que  a  •  b  x  c  0.  Demuestre 

a-bxc  a-bxc  a-bxc 


a)  a'  •  a  =  b'  •  b  =  c'  •  c  =  1, 

b)  a'  •  b  =  a'  •  c  =  b'  •  a  =  b'  •  c  =  0,  c'  •  a  =  c'  •  b  =  0, 

c)  si  a  •  b  x  c  =  V,  entonces  a'  •  b'  x  c'  =  1/V, 

d )  a',  b'  y  c'  no  son  coplanares  si  a,  b  y  c  no  son  coplanares. 


Solucion 


a) 


b) 


,  ,  bxc  a • b  x  c 

a  •  a  =  a  •  a  =  a  •  — - - =  — - - =  1 

a-bxc  a-bxc 

,  ,  cxa  b  •  c  x  a  a-bxc 

a-bxc  a-bxc  a-bxc 
,  ,  axb  c-axb  a-bxc 


a-bxc  a-bxc  a-bxc 

,,  ,  ,  ,  bxc  b-bxc  bxb-c 

a  •  b  =  b  •  a  =  b  •  - = - = - 

a-bxc  a-bxc  a-bxc 


1 


1 

0 


De  manera  similar  se  llega  a  los  otros  resultados.  Lo  anterior  puede  verse  tambien  si  se  observa,  por  ejemplo.  que 
a'  tiene  la  direccion  de  b  X  c,  por  lo  que  debe  ser  perpendicular  tanto  a  b  corno  a  c,  de  donde  se  concluye  que  a'  • 
b  =  0  y  a'  •  c  =  0. 

De  a)  y  b),  se  observa  que  los  conjuntos  de  vectores  a,  b,  c,  y  a',  b',  c',  son  reciprocos.  Tambien  consulte  los 
problemas  complementarios  2.104  y  2.106. 


c) 


,  bxc  , ,  cxa 

a  = - ,  b  = 


axb 


V 


Entonces,  a'  •  b'  x  c'  = 


V  y 

(b  x  c)  •  (c  x  a)  x  (a  x  b) 
V’ 


(a  x  b)  •  (b  x  c)  x  (c  x  a) 
V3 


(a  •  b  x  c)2  _  V2 

v3  “  y3 


— ,  utilizando  el  problema  2.52. 


d )  De  acuerdo  con  el  problema  2.42,  si  a,  b  y  c  no  son  coplanares,  a-bxc#0.  Entonces,  del  inciso  c),  se  con¬ 
cluye  que  a'-b'xc'#  0,  por  lo  que  a',  b'  y  c'  tampoco  son  coplanares. 


Problemas  complementarios 


2.54. 


Demuestre  que  cualquier  vector  r  puede  ser  expresado  en  terminos  de  los  vectores  recfprocos  del  problema 
2.53,  como: 


r  =  (r  •  a')a  +  (r  •  b')b  +  (r  •  c')c. 


Solution 

Del  problema  2.50,  B(A  •  C  x  D)  —  A(B  ■  C  x  D)  =  C(A  •  B  x  D)  —  D(A  •  B  x  C).  Entonces, 

A(B  •  C  x  D)  B(A  •  C  x  D)  C(A  •  B  x  D) 

*  A-BxC  A-BxC  +  A-BxC 


Sean  A  =  a.  B  =  b,  C  =  c 


D  =  r.  Entonces, 


r'bxc  r  •  c  x  a  r  •  a  x  b 
r  =  .  a  H - -  b  H - .  c 


a-bxc  a'bxc 
b  x  c  , 

a  +  r  ■ 


a-bxc 


a-bxc 
c  x  a 


a-bxc 


b  +  r  • 


a  x  b 
a-bxc 


=  (r  •  a')a  +  (r  •  b')b  +  (r  •  c')c. 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


2.55.  Evalue:  a)  k  •  (i  +  j),  b)  (i  —  2k)  •  (j  +  3k)  y  c)  (2i  —  j  +  3k)  •  (3i  +  2j  —  k). 

2.56.  Suponga  que  A  =  i  +  3j  —  2k  y  B  =  4i  —  2j  +  4k.  Calcule  a)  A  •  B,  b)  A,  c)  B,  d)  |3A  +  2B|, 

e)  (2A  +  B)  •  (A  -  2B). 

2.57.  Encuentre  el  angulo  entre:  a)  A  =  3i  +  2j  —  6k  y  B  =  4i  —  3j  +  k:  b)  C  =  4i  —  2j  +  4k  y 
D  =  3i  -  6j  -  2k. 

2.58.  Calcule  los  valores  de  a  para  los  cuales  los  vectores  A  y  B  son  perpendiculares,  donde: 

a)  A  =  ui  —  2j  +  k  y  B  =  2ai  +  aj  —  4k,  b)  A  =  2i  +  j  +  ak.  y  B  =  2i  +  aj  +  k. 

2.59.  Determine  los  angulos  agudos  que  la  lrnea  determinada  por  los  puntos  (1,  —3,  2)  y  (3,  —5,  1)  forma  con  los  ejes 

coordenados. 

2.60.  Diga  cuales  son  los  cosenos  directores  de  la  lrnea  que  une  los  puntos: 
a)  (3, 2,  —4)  y  (1. -1,2),  b)  (- 5,3,3)  y  (-2,7,15). 

2.61.  Encuentre  los  angulos  de  un  triangulo  en  el  que  dos  de  sus  lados  estan  formados  por  los  vectores: 
a)  A  =  3i  —  4j  —  k  y  B  =  4i  —  j  +  3k,  b)  A  =  — 2i  +  5j  +  6k  y  B  =  3i  +  j  +  2k. 

2.62.  Las  diagonales  de  un  paralelogramo  estan  dadas  por  A  =  3i  —  4j  —  k  y  B  =  2i  +  3j  —  6k.  Demuestre  que  el 
paralelogramo  es  un  rombo  y  determine  la  longitud  de  sus  lados  y  angulos. 

2.63.  Diga  cual  es  la  proyeccion  del  vector  A  sobre  el  vector  B,  donde: 

a)  A  =  2i  —  3j  +  6k  y  B  =  i  +  2j  +  2k,  £>)  A  =  2i  +  j  —  k  y  B  =  — 6i  +  2j  —  3k. 

2.64.  Encuentre  la  proyeccion  del  vector  A  =  4i  —  3j  +  k  sobre  la  lrnea  que  pasa  por  los  puntos  (2,  3,-1)  y 
(-2, -4,3). 

2.65.  Encuentre  un  vector  unitario  perpendicular  al  vector  A  y  al  vector  B,  donde: 

a)  A  =  4i  —  j  +  3k  y  B  =  — 2i  +  j  —  2k,  b)  A  =  6i  +  22j  —  5k  y  B=i  +  6j  —  2k. 

2.66.  Calcule  el  angulo  agudo  que  forman  dos  diagonales  de  un  cubo. 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 


2.67 .  Encuentre  un  vector  unitario  paralelo  al  piano  xy  y  perpendicular  al  vector  4i  —  3j  +  k. 

2.68.  Demuestre  que  A,  B  y  C  son  vectores  unitarios  mutuamente  ortogonales,  donde 

a)  A  =  (2i  -  2j  +  k)/3,  B  =  (i  +  2j  +  2k)/3  y  C  =  (2i  +  j  -  2k)/3 

b)  A  =  (12i  -  4j  -  3k)/13,  B  =  (4i  +  3j  +  12k)/13  y  C  =  (3i  +  12j  -  4k)/13. 

2.69.  Encuentre  el  trabajo  realizado  por  un  objeto  que  se  mueve  a  lo  largo  de  una  ltnea  recta: 

a)  de  (3,  2,  —  1)  a  (2,  —  1,  4),  en  un  campo  de  fuerzas  dado  por  F  =  4i  —  3j  +  2k. 

b)  de  (3,  4,  5)  a  (—  1,  9,  9),  en  un  campo  de  fuerzas  dado  por  F  =  — 3i  +  5j  —  6k. 

2.70.  Sea  F  un  campo  vectorial  de  fuerzas  constante.  Demuestre  que  el  trabajo  realizado  por  un  cuerpo  que  se  mueve 
alrededor  de  cualquier  poltgono  cerrado  en  dicho  campo,  es  igual  a  cero. 

2.71.  Demuestre  que  un  angulo  inscrito  en  un  semictrculo  es  un  angulo  recto. 

2.72.  Sea  ABCD  un  paralelogramo.  Demuestre  que  AB2+  BC2+  CD2+  DA2=  AC2+  BD2 

2.73.  Sea  ABCD  cualquier  cuadrilatero  donde  P  y  Q  son  los  puntos  medios  de  sus  diagonales.  Demuestre  que 

AB2+  BC2+  CD2+  DA2=  AC2 A  BD2  +  4PQ2 
Esta  es  una  generalization  del  problema  anterior. 

2.74.  Considere  un  piano  P  perpendicular  a  un  vector  A  dado  y  a  una  distancia  p  del  origen.  a)  Encuentre  una  ecuacion 
del  piano  P.  b )  Exprese  la  ecuacion  del  inciso  a)  en  coordenadas  rectangulares. 

2.75.  Sean  iq  y  r2  vectores  unitarios  en  el  piano  xy  y  que  forman  angulos  a  y  (3  con  el  eje  x  positivo. 

a)  Demuestre  que  ri  =  cosai  +  senaj  y  que  r2  =  cos/3i  +  scn/jj. 

b)  Considere  el  producto  iq  •  r2,  demuestre  las  formulas  trigonometricas 

cos(cr  —  (3)  =  cos  a  cos  /3  +  sen  a  sen  /3  y  cos(a  +/3)  =  cos  a  cos  (3  +  sen  a  sen  f3 

2.76.  Sea  a  el  vector  de  posicion  de  un  punto  dado  (xi,  Vi,  Zi),  y  sea  r  el  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  ( x ,  y,  z). 

Describa  la  posicion  de  r  si:  a)  |r  —  a|  =  3,  b)  (r  —  a)  •  a  =  0  y  c)  (r  —  a)  •  r  =  0. 

2.77 .  Suponga  que  A  =  3i+j  +  2kyB  =  i  —  2j  —  4k  son  los  vectores  de  posicion  de  los  puntos  P  y  Q,  respectiva- 

mente. 

a)  Encuentre  una  ecuacion  para  el  piano  que  pasa  por  Q  y  es  perpendicular  a  la  recta  PQ. 

b)  Calcule  la  distancia  del  punto  (—1,  1,  1)  al  piano. 

2.78.  Evalue  cada  una  de  las  siguientes  expresiones:  a)  2j  X  (3i  —  4k),  b )  (i  +  2j)  X  k,  c)  (2i  —  4k)  X  (i  +  2j), 
d)  (4i  +  j  —  2k)  (3i  +  k)  y  e)  (2i  +  j  —  k)  x  (3i  —  2j  +  4k). 

2.79.  Suponga  que  A  =  3i  —  j  —  2k  y  B  =  2i  +  3j  +  k.  Determine:  a )  |A  x  B|,  b)  (A  +  2B)  X  (2A  —  B)  y 

c)  |(A  +  B)  x  (A  -  B)|. 

2.80.  Suponga  que  A  =  i  —  2j  —  3k,  B  =  2i+j~k  y  C  =  i  +  3j  —  2k.  Calcule: 

a)  |(AxB)xC|  c)A-(BxC),  e)  (A  x  B)  x  (B  x  C) 

b)  |A  x  (B  x  C)|  d)  (A  x  B)  •  C,  J)  ( Ax  B)(B  •  C) 

2.81.  Suponga  que  A  ¥=  0  y  que  cada  una  de  las  condiciones  siguientes  se  cumplen  simultaneamente;  a)  A  •  B  =  A  •  C  y 
fc)AxB  =  AxC.  Demuestre  que  B  =  C,  pero  si  solo  se  cumple  una  de  las  condiciones  entonces  necesariamente 
B  *  C. 

2.82.  Calcule  el  area  de  un  paralelogramo  con  diagonales:  a)A  =  3i  +  j  —  2kyB  =  i  —  3j  —  4k, 
b)  A  =  2i  +  4j  y  B  =  — 4i  +  4k. 


Problemas  complementarios 


2.83. 

2.84. 

2.85. 

2.86. 

2.87. 

2.88. 

2.89. 

2.90. 

2.91. 

2.92. 

2.93. 


2.94. 

2.95. 

2.96. 

2.97. 

2.98. 

2.99. 


Encuentre  el  area  del  triangulo  cuyos  vertices  son:  a)  (3,  —  1,  2),  (1,  —1,  —3)  y  (4,  —3,  1), 
b)  (2,  —3,  —2),  (—2,  3,  2)  y  (4,  3,  —  1). 

Suponga  que  A  =  2i+j  —  3kyB  =  i  —  2j  +  k.  Encuentre  un  vector  de  magnitud  5  que  sea  perpendicular  tanto 
a  A  como  a  B. 


Use  el  problema  2.75  para  deducir  las  siguientes  formulas; 

sen(a  — (3)  =  sen  a  cos  (3  —  cos  a  sen  (3  y  sen(a  +/3)  =  sen  a  cos  f3  +  cos  a  sen  (3 

Suponga  que  se  aplica  una  fuerza  F  =  3i  +  2j  —  4k  en  el  punto  (1,  —1,2).  Calcule  el  momenta  de  F  con  respecto 
del  punto:  a)  (2,  —1,  3),  b )  (4,  —6,  3). 

La  velocidad  angular  de  un  cuerpo  rfgido  giratorio  con  respecto  de  un  eje  de  rotacion  esta  dado  por  a>  =  4i  +  j  —  2k. 
Determine  la  velocidad  lineal  de  un  punto  P  sobre  el  cuerpo  cuyo  vector  de  posicion  relativo  a  un  punto  sobre  el 
eje  de  rotacion  es  2i  —  3j  +  k. 


Simplifique  lo  siguiente:  a)  (A  +  B)  • 


Demuestre  que  (A  •  B  x  C)(a  •  b  x  c) 


(B  +  C)  x  (C  +  A),  b)  A  •  (2A  +  B)  x  C. 


A  ■  a 

A-b 

A  ■  c 

B  ■  a 

Bb 

Be 

C  ■  a 

Cb 

Cc 

Encuentre  el  volumen  del  paralelepfpedo  cuyas  aristas  estan  representadas  por: 

a)  A  =  2i  —  3j  +  4k,  B  =  i  +  2j  —  kyC  =  3i—  j  +  2k. 

b)  A  =  i  -  j  +  2k,  B  =  i  +  j  -  k  y  C  =  i  -  j  -  4k 


Suponga  que  A  •  B  X  C  =  0.  Demuestre  que  se  cumple  cualquiera  de  las  siguientes  condiciones:  a)  A,  B  y  C  son 
coplanares  pero  no  hay  dos  colineales,  o  bien  b)  dos  de  los  vectores  A,  B  y  C  son  colineales,  o  c)  todos  los  vectores 
A,  B  y  C  son  colineales. 


Determine  la  constante  a  que  hace  que  los  vectores  siguientes  sean  coplanares: 
a )  2i  —  j  +  k,  i  +  2j  —  3k,  3i  +  aj  +  5k,  b)  3i  —  3j  —  k,  —  3i  —  2j  +  2k,  6i  +  aj  —  3k. 

Suponga  que  A  =  X|3  +  V|b  +  z\C,  B  =  x2a  +  y2b  +  z2c,  y  C  =  x3a  +  y3b  +  z3c.  Demuestre  que 


A-B  x  C 


Xl 

y  1 

Z 1 

X2 

Z2 

X3 

J3 

Z3 

Demuestre  que  (A  X  C)  X  B  =  0  es  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  A  X  (B  x  C)  =  (A  x  B)  X  C. 
Analice  los  casos  en  los  que  A-B  =  0oB-C  =  0. 

Sea  que  los  puntos  P.  Q  y  R  tienen  vectores  de  posicion  ri  =  3i  —  2j  —  k,  r2  =  i  +  3j  +  4k  y  r3  =  2i  +  j  —  2k, 
relativos  al  origen  O.  Encuentre  la  distancia  de  P  al  piano  OQR. 

Determine  la  distancia  mas  corta:  a)  de  (6,  —4,  4)  a  la  linea  que  une  los  puntos  (2,  1.  2)  y  (3,  —  1,  4). 
b)  de  (1,  —7,  5)  a  la  recta  que  pasa  por  los  puntos  (13,  —12,  5)  y  (23,  12,  5). 

Considere  los  puntos  P(2,  1.3),  2(1.2,  1),  R(— 1,  —1,  — 2)y5(l,  —4,  0).  Encuentre  la  distancia  mas  corta  entre  las 
rectas  PQ  y  PS. 

Demuestre  que  las  perpendiculares  que  salen  de  los  vertices  de  un  triangulo  hacia  los  lados  opuestos  (extendidos, 
de  ser  necesario)  se  encuentran  en  un  punto  (llamado  ortocentro  del  triangulo). 

Pruebe  que  los  bisectores  perpendiculares  de  los  lados  de  un  triangulo  se  cortan  en  un  punto  (llamado  circuncentro 
del  triangulo). 


CAPITULO  2  El  producto  punto  y  el  producto  cruz 

2.100.  Pruebe  que  (A  x  B)  •  (C  x  D)  +  (B  x  C)  •  (A  x  D)  +  (C  x  A)  •  (B  x  D)  =  0. 

2.101.  Sea  PQR  un  triangulo  esferico  cuyos  lados  p,  q  y  r  son  arcos  de  circulos  mayores.  Demuestre  la  ley  de  los  cosenos 
para  triangulos  esfericos. 

cos  p  =  cos  q  cos  r  +  sen  q  sen  r 

con  formulas  analogas  para  cos  q  y  cos  r  que  se  obtienen  con  la  permutacion  ci'clica  de  las  literales.  Sugerencia: 
interprete  ambos  lados  de  la  identidad. 

(A  x  B)  •  (A  x  C)  =  (B  •  C)  •  (A  •  A)  -  (A  •  C)(B  •  A) 

2.102.  Encuentre  un  conjunto  de  vectores  reci'procos  al  conjunto  de  vectores: 

a)  2i  +  3j  —  k,  i  —  j  —  2k,  —  i  +  2j  +  2k,  b)  i  +  2j  +  3k,  5i  —  j  —  k,  i  +  j  —  k. 

bxc  cx3  a  x  b 

2.103.  Suponga  que  a'  = - ,  b'  = - ,  c'  = - .  Demuestre  que 

a-bxc  a-bxc  a-bxc 

b'  x  d  d  x  a!  o'  x  b' 

a  = - ,  b  = - ,  c  = - 

a'  ■  b'  x  d  a'  ■  b'  x  d  a'  ■  b’  x  d 

2.104.  Suponga  que  a.  b,  c  y  a',  b',  c'  tienen  las  propiedades  siguientes: 

a'  •  a  =  b'  •  b  =  c'  •  c  =  1 
a'  •  b  =  a'  •  c  =  b'  •  a  =  b'  •  c  =  c'  •  a  =  c'  •  b  =  0 
Demuestre  que  se  cumplen  las  hipotesis  del  problema  2.103,  es  decir, 

,  bxc  ,  cxa  ,  axb 

a  = — u - ’  b  = — u - -  c  = — i - 

a-bxc  a-bxc  a-bxc 

2.105.  Demuestre  que  los  unicos  conjuntos  de  vectores  de  mano  derecha  que  son  reciprocos  entre  si,  son  i,  j  y  k. 

2.106.  Demuestre  que  solo  hay  un  conjunto,  y  solo  uno,  de  vectores  reci'procos  a  un  conjunto  dado  de  vectores  no  copla- 
nares  a,  b  y  c. 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


2.55.  a)  0,  b)  -6,  c)  1  2.57.  a)  90°,  arc  cos  8/21  =  67°36' 

2.56.  a)  —10,  b )  *J\A,  c)  6,  d)  Vl50,  e )  —14  2.58.  a)  a  =  2,  —  1,  b)  a  =  2 

2.59.  arc  cos  2/3,  arc  cos  2/3,  arc  cos  1/3  o  48°12\  48°12',  70°32' 

2.60.  a)  2/7 ,  3/7,  -6/7  o  -2/7,  -3/7,  6/7,  b)  3/13,  4/13,  12/13  o  -3/13,  -4/13,  -12/13 

2.61.  a)  arc  cos  7/V75,  arc  cos  V26/V75,  90°  o  36°4',  53°56',  90°  b)  68.6°,  83.9°,  27.5° 

2.62.  5 V3/2,  arc  cos  23/75,  180°  -  arc  cos  23/75;  o  4.33,  72°8',  107°52' 


2.63. 

a)  8/3,  b)  -1 

2.66. 

arc  cos  1/3  o  70°32' 

2.64. 

1 

2.67. 

±(3i  +  4j)/5 

2.65. 

a )  ±(i  -  2j  -  2k)/3,  b)  +(2i  -  j  -  2k)/3 

2.69. 

a)  15,  b)  13 

2.74.  a )  r  •  n  =  p  donde  n  =  A/|A|  =  AM,  b )  A\X  +  Ayy  +  A3z  =  Ap 
2.76.  a)  Esfera  con  centra  en  (jci,  y\,  zi)  y  radio  =  3. 

b )  Plano  perpendicular  a  a  que  pasa  por  su  punto  terminal. 

c)  Esfera  con  centra  en  (x\!2,  y/2,  zJ2)  y  radio  y/x|^fyf4r72/2;  0  esfera  con  diametro  =  a. 


RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


2.77. 

a)  (r  —  B)  (A  —  B) 

=  0  o  bien  2x  +  3v  +  6 z 

2.78. 

a)  — 8i  —  6k,  b )  2i  — 

j,  c)  8i  —  4j  +  4k.  d)  i  - 

2.79. 

a)  \/l95,  b)  —  25i  +  34j  -  55k,  c)  2^195 

2.80. 

a)  5a/26,  b)  3\/l0,  c) 

-20,  d)  -20,  e)  —  40i  - 

2.82. 

a)  5V3.  b)  12 

2.83. 

a)  7165/2,  b)  21 

2.84. 

±[5V3/3](i+j  +  k) 

2.86. 

a)  2i  —  7j  —  2k.  b)  — 

3(6i  +  5j  +  7k) 

2.87. 

— 5i  -  8j  -  14k 

2.88. 

a)  2A  •  B  x  C,  b)  A  • 

BxC 

2.90. 

a)  7,  b)  12 

=  —28;  b)  5 

lOj  -  3k,  e)  2i  —  1 1  j  —  7k 

20j  +  20k,/)  35i  -  35 j  +  35k 
2.92.  a)  a  =  —4,  b)  a  =  —13 

2.95.  3 

2.96.  a)  3,  fc)  13 

2.97.  3a/2 

2.102.  «)  |i  +  |k, -|i+j-Zk.  -|i+j- 

b)  (2i  +  4j  +  6k)/28,  (5i  -  4j  +  k)/28, 
(i  +  9j  -  1  lk)/28 


in  Icn 


Diferenciacion  vectorial 


3.1  INTRODUCCION 


El  lector  esta  familiarizado  con  la  diferenciacion  de  funciones  de  una  variable,  fix)  evaluadas  con  numeros  reales. 
En  especffico  tenemos: 


fix) 


df  fix  +  h)  -f(x) 

-j-  =  lim - , - 

ax  /j— »o  n 


Aquf  extenderemos  esta  definition  a  funciones  de  una  variable  evaluadas  con  vectores. 


3.2  Derivadas  ordinarias  de  funciones  de  variable  vectorial 

Suponga  que  R(m)  es  un  vector  que  depende  de  una  variable  escalar  u.  Entonces 

AR  _  R(m  +  Am)  —  R(m) 

Am  Am 

donde  Am  denota  un  incremento  en  m,  como  se  ilustra  en  la  figura  3-1. 

La  derivada  ordinaria  del  vector  R(m)  con  respecto  al  escalar  u  esta  dada  como  sigue  cuando  existe  el  limite 

c/R  AR  R(m  +  Am)  —  R(m) 

—  =  lim  — —  =  lim  - - - 

du  A«-»o  Am  a»->o  Am 

Como  dR/du  es  un  vector  que  depende  de  u,  consideramos  su  derivada  con  respecto  del  escalar  u.  Si  dicha  derivada 
existe  la  denotaremos  con  d2R/du2.  Las  derivadas  de  orden  superior  se  describen  en  una  forma  similar. 


AR  =  R(w  +  Am)  -  R(m) 


Figura  3-1 


Figura  3-2 


3.2  Derivadas  ordinarias  de  funciones  de  variable  vectorial 


Curvas  en  el  espacio 

Considere  ahora  al  vector  de  position  r(u)  que  une  al  origen  O  de  un  sistema  de  coordenadas  con  cualquier  punto 
(x,  y,  z).  Entonces 

r  (u)  =  x(u)\  +  y(u) j  +  z(u)k 

y  la  especificacion  de  la  funcion  vectorial  r (u)  define  a  x,  y  y  z  como  funciones  de  u. 

A  medida  que  u  cambia,  el  punto  terminal  de  r  describe  una  curva  en  el  espacio  cuyas  ecuaciones  parametricas 
son 

x  =  x(u),  y  =  y(u),  z  =  ziu) 

Entonces,  la  expresion  siguiente  es  un  vector  en  la  direction  de  Ar  si  Am  >  0,  y  en  la  direction  de  —  Ar  si  Am  <  0 
[como  se  ilustra  en  la  figura  3-2]: 

Ar  r(u  +  Am)  —  r  (u) 

An  Am 


Suponga  que 


Ar 
lfm  — 

Az<— >0  Alt 


dr 

du 


existe.  Entonces,  el  lfmite  sera  un  vector  en  la  direction  de  la  tangente  a  la  curva  en  el  espacio  en  (x,  y,  z)  y  esta  dado 
por 


dr 

du 


dx .  dy  .  dz  . 
—  i  +  j  +  — k 
du  du  du 


Movimiento:  velocidad  y  aceleracion 

Suponga  que  una  partfcula  P  se  mueve  a  lo  largo  de  una  curva,  C,  en  el  espacio  cuyas  ecuaciones  parametricas  son 
x  =  x(t),  y  =  y(t)  y  z  =  z(t),  donde  t  representa  al  tiempo.  Entonces,  el  vector  de  position  de  la  partfcula  P  a  lo  largo 
de  la  curva  es 


r  (t)  =  x(t)\  +  y(f)j  +  z(r)k 


En  tal  caso,  la  velocidad  v  y  la  aceleracion  a  de  la  partfcula  P  estan  dadas  por: 


v  =  y(t) 
a  =  a  (t) 


dr  dx .  dy .  dz , 

—  =  — i  +  —  j  +  —  k 
dt  dt  dt  dt 

d2r  _  dx  _  drx .  d2y .  +  d2z 
dt2  dt  dt 2  dt2  ^  dt 2 


EJEMPLO  3.1  Suponga  que  una  partfcula  P  se  mueve  a  lo  largo  de  una  curva  cuyas  ecuaciones  parametricas,  en  las  que 
t  representa  al  tiempo,  son  las  siguientes: 

x  =  40 12  +  St,  y  —  2  cos  3 1  y  z  =  2  sen  3 1 

a)  Determine  su  velocidad  y  aceleracion  en  cualquier  momenta. 

b)  Encuentre  las  magnitudes  de  la  velocidad  y  la  aceleracion  en  t  =  0. 

a)  El  vector  de  position  de  la  partfcula  P  es 

r  =  vi  +  yj  +  ~k  =  (40V2  +  8f)i  +  (2  cos  3f)j  +  (2  sen  3?)k 


CAPITULO  3  Diferenciacion  vectorial 


Entonces,  la  velocidad  v  y  la  aceleracion  ad  e  P  son: 

dr 

v  =  —  =  (80f  +  8)1  +  (— 6sen3f)j  +  (6cos3/)k 
dt 

a  =  —  =  80i  +  (— 18cos3/)j  +  (— 18sen3f)k. 
dt 

b)  En  t  =  0,  v  =  8i  +  6k  y  a  =  80i  —  18j.  Las  magnitudes  de  la  velocidad  v  y  la  aceleracion  a  son: 

M  =  \/(8)2  +  (6)2  =  10  y  |a|  =  y  (80)2  +  ( —  1 8)2  =  82 

3.3  CONTINUIDAD  Y  DIFERENCIABILIDAD 

Una  funcion  escalar  </>(u )  es  continua  en  u  si 


lfm  < p(u  +  An)  =  cf)(u) 

Am— >0 

En  forma  equivalente,  (f>(u)  es  continua  en  u  si,  para  cada  numero  positivo  e,  es  posible  encontrar  un  numero  positivo 
<5  tal  que 


|  <£(w  +  Am)  —  (/Xu)\  <  e  siempre  y  cuando  |Am|  <  S 

Una  funcion  vectorial  R(m)  =  R\(u)\  +  R2(w)j  +  RRu)k  es  continua  en  u  si  las  tres  funciones  R\(u),  R^iu)  y  Rdu) 
son  continuas  en  u  o  si  li'mi„_^0  R(m  +  Am)  =  R(m).  De  manera  equivalente,  R(m)  es  continua  en  it  si  para  cada  numero 
positivo  e  es  posible  encontrar  un  numero  positivo  S  tal  que 

|R(m  +  Am)  —  R(m)|  <  e  siempre  y  cuando  |Au|  <  S 

Una  funcion  escalar  o  vectorial  es  diferenciable  de  orden  n  si  su  H-esima  derivada  existe.  Una  funcion  diferen- 
ciable  necesariamente  es  continua,  pero  no  a  la  inversa.  A  menos  que  se  diga  otra  cosa,  supondremos  que  todas  las 
funciones  consideradas  en  el  texto  son  diferenciables  hasta  el  orden  que  sea  necesario  en  un  analisis  particular. 

Se  aplica  la  siguiente  proposicion. 


PROPOSICION  3.1 


Suponga  que  A,  B  y  C  son  funciones  vectoriales  diferenciables  de  un  escalar  u,  y  que  (!)  es 
una  funcion  escalar  diferenciable  de  u.  Entonces  se  cumplen  las  leyes  siguientes: 


0 

ii ) 

iii) 

iv) 

v) 

vi) 


d  ,  „  dA  dB 

—  (A+B)  =  —  +  — 

du  du  du 

—  (A  •  B)  =  A  ■  —  +  —  ■  B 

du  du  du 

d  ,  „  .  dB  dA  .. 

—  (A  x  B)  =  A  x  —  +  — xB 

du  du  du 

d  ,  ,  ,  dA  dd>  , 

—  ((f) A)  =  (f>  —  +  —  A 

du  du  du 

d  dC 

—  (A-B  x  C)  =  A-B  x  —  +  A- 

du  du 


d 


du 


r/B  dA 

—  x  C  +  — 
du  du 


B  x  C 


d  C 


du 


—  {A  x  (B  x  C)}  =  A  x  B  x  —  +  A  x  —  xC  +  —  x(BxC) 


dB 


du 


dA 


du 


En  la  proposicion  3.1  el  orden  de  los  productos  puede  ser  importante. 


3.4  Derivadas  parciales  de  vectores 


EJEMPLO  3.2  Suponga  que  A  =  5iri  +  nj  —  u3k  y  que  B  =  sen  ni  —  cos  nj .  Encuentre  —  (A  •  B) 


du 


^(A.B)=A-^  +  ^-B 
du  du  du 


=  (5u2i  +  uj  —  n3k)  •  (cos  u\  +  sen  uj)  +  (10ni  +  j  —  3wzk)  •  (sen  ui  —  cos  nj) 
=  [5m2  cos  u  +  u  sen  u ]  +  [10m  sen  u  —  cos  n] 

=  (5m2  —  1 )  cos  u  +  11m  sen  u 


Otro  metodo 


A  •  B  =  5 u2  sen  u  —  u  cos  u.  Entonces 


U  U  j  j 

—  (A  -  B)  =  —  (5m  sen  u  —  ui  cos  u)  =  5m”  cos  it  +  10m  sen  u  +  it  sen  u  —  cos  u 
du  du 

=  (5m2  —  1 )  cos  m  +  1  1m  sen  u 


3.4  Derivadas  parciales  de  vectores 

Suponga  que  A  es  un  vector  que  depende  de  mas  de  una  variable,  por  ejemplo  de  x,  yy  z.  Entonces,  escribimos  A  = 
A(x,  y,  z)-  La  derivada  parcial  de  A  con  respecto  de  x  se  denota  y  define  como  sigue,  cuando  existe  el  limite: 

dA  A(x  +  Ax,  y,  z)  —  A(x,  y,  z) 

—  =  lim  - - 

dx  a.t-40  Ax 


De  manera  similar,  las  derivadas  parciales  de  A  con  respecto  de  y  y  z  son  las  siguientes,  respectivamente,  cuando 
existe  el  limite: 


dA 

dy 

dA 

d z 


,,  A(x,  y  +  Ay,  z)  -  A(x,  y,  z) 

lim  - - - - - 

Av— >o  Ay 

A(x,  y,  z  +  A z)  -  A(x,  y,  z) 

lim - - - 

A;->0  A  Z 


Los  conceptos  de  continuidad  y  diferenciabilidad  de  funciones  de  una  variable  se  extienden  a  funciones  de  dos 
o  mas  variables.  Por  ejemplo,  <b(x,  y)  es  continua  en  (x,  y)  si 


lim  cp(x  +  Ax ,  y  +  Ay)  =  cf)(x,  y) 
Ar^O 
Ay-»0 


o  si  para  cada  mimero  positivo  e  es  posible  encontrar  un  numero  positivo  S  tal  que 


\<p(x  +  Ax,  y  +  Ay)  —  <fi(x,  y)|  <  e  siempre  que  |Av|  <  S  y  que  | Ay|  <  8 

Se  aplican  definiciones  similares  para  funciones  vectoriales  de  mas  de  dos  variables. 

Para  funciones  de  dos  o  mas  variables  utilizamos  el  termino  diferenciable  para  indicar  que  la  funcion  tiene  pri- 
meras  derivadas  parciales  continuas  (otros  autores  emplean  dicho  termino  con  un  sentido  un  poco  distinto). 

Se  definen  derivadas  de  orden  superior  del  mismo  modo  que  en  el  calculo.  Por  ejemplo: 


d2A  _  8  / BA\ 
dx2  dx  \  dx  )  ’ 

d2A  _  d  ( dA\ 
dxdy  dx  \  dy  )  ’ 


a2A  _  d  /dA\ 
dy2  dy  \  dy  J  ’ 

d2A  _  d  / dA\ 
dydx  dy  \  dx  )  ’ 


d2A  _  d  /3A\ 
dz2  dz  \  dz J 

^  _  9  (d\ A\ 
dxdz2  dx  \  dz2  J 


CAPITULO  3  Diferenciacion  vectorial 


En  el  caso  en  que  A  tiene  derivadas  parciales  continuas  al  menos  de  segundo  orden,  tenemos 

d2A  _  d2A 
dxdy  dydx 


Es  decir,  no  importa  el  orden  de  diferenciacion. 


EJEMPLO  3.3  Suponga  que  0(.y,  y,  z)  =  xy2z  y  A  =  xi  +  j  +  xyk.  Encuentre  -)x2^  (<M)  en  punto  P(l,  2,  2). 

4>A  =  x2y2zi  +  xy2zj  +  x^zk 


dz 

d2 

dxdz 

d3 

dx2dz 


(cf>A)  =  x2y2i  +  xy2j  +  x2y3  k 


((j>A)  =  2xy2\  +  y2j  +  2xv3k 


(<M)  =  2y2i  +  2y3k 


Cuando  x  =  l,y  =  2yz  =  2. 


dx2dz 


((j>A)  =  8i  +  16k. 


Las  reglas  para  la  diferenciacion  parcial  de  vectores  son  similares  a  las  del  calculo  elemental  para  funciones 
escalares.  En  particular  se  aplica  la  siguiente  proposicion: 

proposicion  3.2  Suponga  que  A  y  B  son  funciones  vectoriales  de  x,  y  y  z.  Entonces,  se  cumplen  las  leyes  que 
siguen: 


0  —  (A  -  B)  =  A* 

-  + 

v  B 

dx 

dx 

dx 

...  d  . 

dB 

dA 

u)  — (A  x  B)  =  A 

x  — 

+  - 

dx 

dx 

dx 

d2  d 

f  d 

III)  .  (A-  B)  - 

—  (A-B) 

dydx  dy 

[dx 

d 

dy 


<m  dA 
A-  + - B 

dx  dx 


=  A- 


d2B 


dA  dB  dA  dB  cl2  A 

+  •  —  +  — —  •  — —  +  -  •  B,  y  asi  sucesivamente. 


dydx  dy  dx  dx  dy  dydx 


Las  reglas  para  las  diferenciales  de  vectores  son,  en  esencia,  las  mismas  que  las  del  calculo  elemental,  como  se 
plantea  en  la  proposicion  siguiente. 


PROPOSICION  3.3 


Suponga  que  A  y  B  son  funciones  de  x,  y  y  z.  Entonces  se  cumplen  las  siguientes  leyes. 


0  Si  A  =  AJ  +  AJ  +  A3k,  entonces  clA  =  dA\i  +  dA J  +  rfAak 
ii)  d( A  •  B)  =  A  •  <fB  +  dA  •  B 
Hi)  d( A  X  B)  =  A  x  dB  +  dA  x  B 


.  dA  dA  ,  dA  , 

iv)  Si  A  =  A(x,  y,  z),  entonces  dA  =  dA  =  — dx  +  — dy  +  — dz, 

dx  dy  dz 


y  asf  sucesivamente. 


3.5  Geometria  diferencial 

La  geometria  diferencial  involucra  el  estudio  de  curvas  y  superficies.  Suponga  que  C  es  una  curva  en  el  espacio 
definida  por  la  funcion  r («).  Entonces,  ya  se  vio  que  dr/du  es  un  vector  en  la  direccion  de  la  tangente  a  C.  Suponga 
que  se  toma  el  escalar  u  como  la  longitud  de  arco  s  medida  a  partir  de  algun  punto  fijo  sobre  C.  Entonces,  dr  Ids  es 
un  vector  unitario  tangente  a  C  y  que  se  denota  con  T  (vea  la  figura  3-3).  La  tasa  de  cambio  de  T  con  respecto  de  s 
es  una  medida  de  la  curvatura  de  C  y  esta  dada  por  dT/ds.  La  direccion  de  dT/ds  en  cualquier  punto  dado  de  C  es 


Problemas  resueltos 


normal  a  la  curva  en  dicho  punto  (vea  el  problema  3.9).  Si  N  es  un  vector  unitario  en  esa  direction  normal,  se  deno- 
mina  normal  principal  a  la  curva.  Entonces,  dT/ds  =  kN,  donde  k  recibe  el  nombre  de  cun’atura  de  C  en  el  punto 
especificado.  La  cantidad  p  =  1/k  se  llama  radio  de  curvatura. 


z 


Un  vector  unitario  B  perpendicular  al  piano  de  T  y  N,  y  tal  que  B  =  T  x  N,  se  llama  binormal  a  la  curva.  Se  con- 
cluye  que  las  direcciones  T,  N  y  B  forman  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  de  mano  derecha  en  cualquier 
punto  especificado  de  C.  Este  sistema  de  coordenadas  recibe  el  nombre  de  triedro  o  triada  en  el  punto.  A  medida  que 
s  cambia,  el  sistema  de  coordenadas  se  mueve  y  se  conoce  como  triedro  movil. 


Formulas  de  Frenet-Serret 


Existe  un  conjunto  de  relaciones  que  involucran  a  las  derivadas  de  los  vectores  fundamentales  T,  N  y  B,  y  que  se 
conocen  como  formulas  de  Frenet-Serret,  y  estan  dadas  por 


dT 

ds 


=  kN, 


—  =  rB  —  kT, 
ds 


dB 

ds 


=  -rN 


donde  res  un  escalar  llamado  torsion.  La  cantidad  cr  =  1/r recibe  el  nombre  de  radio  de  torsion. 

El  piano  basculante  en  el  punto  P  de  una  curva,  es  aquel  que  contiene  a  la  tangente  y  la  normal  principal  en  P. 
El  piano  normal  es  el  que  pasa  por  P  y  es  perpendicular  a  la  tangente.  El  piano  rectificador  (o  de  rectification)  es  el 
que  pasa  por  P  y  es  perpendicular  a  la  normal  principal. 


Mecanica 

Es  frecuente  que  la  mecanica  incluya  el  estudio  del  movimiento  de  partfculas  a  lo  largo  de  curvas  (esta  disciplina  se 
conoce  como  cinematica).  En  esta  area  son  valiosos  algunos  resultados  de  la  geometria  diferencial. 

La  dindmica  considera  el  estudio  de  las  fuerzas  que  actuan  sobre  objetos  en  movimiento.  En  este  campo  es  fun¬ 
damental  la  famosa  ley  de  Newton  que  afirma  que  si  F  es  la  fuerza  neta  que  actua  sobre  un  objeto  de  masa  m  que  se 
mueve  con  velocidad  v,  entonces 

d 

F  =  —  (m\) 
clt 

donde  my  es  el  momento  del  objeto.  Si  m  es  constante,  esta  se  convierte  en  F  =  m(d\/dt)  =  mix.  donde  a  es  la  ace- 
leracion  del  objeto. 
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3.1.  Suponga  que  R(m)  =  x(u)\  +  y(«)j  +  r(w)k,  donde  x,  y  y  z  son  funciones  diferenciables  de  un  escalar  u.  De- 
muestre  que 


d  R 

du 


dx .  dv  .  dz . 
—  i  +  —  j  +  — k 
du  du  du 
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Solucion 


dR  R  (u  +  Au)  —  R(m) 

—  =  lim  - - - 

du  Au->o  An 

\x(u  +  Au)i  +  y(u  +  Aw)j  +  z{u  +  A«)k]  —  [x(u)i  +  y(u) j  +  z(«)k] 
\u->  o  An 

x(u  +  Au)  —  x(u)  y(u  +  Am)  —  y(u)  z(u  +  Au)  —  z(u) 

=  Km - 7 - 1+' - - - 1 - j+ - - - k 

A«->0  Alt  Au  Au 

dx .  dy  .  dz . 

=  — i  +  —  j  +  — k 

du  du  du 


d  R 


i it 


yd) 


clR  ,  N  cf~  R 

3.2.  Dado  R  =  (3  cos  f)i  +  (3  sen  r)j  +  (4T)k.  Encuentre:  a)  b)  — — ,  c) 

dt  dt 

Solucion 

dR  d  d  d 

a)  —  =  — (3  cos  t) l  +  —  (3  sen  f)j  +  —  (4/)k  =  (—3  sen  t) l  +  (3  cos  f)j  +  4k. 

dt  dt  dt  dt 

d2R  d  /dR\  d  d  d 

b)  - =  —  (  —  )  =  —  (—3  sen  f)i  +  — (3  cos  f)j  +  — (4)k  =  (— 3cosf)i  +  (—3  sen  f)j. 

dt  dt  \dt  J  dt  dtdt 


d2  R 


dt 


c) 

d) 


dR 

dt 
d2  R 


dt 


=  [(-3  sen  t)2  +  (3  cos  t)2  +  (4)2]1/2  =  5. 

=  [(— 3cosf)2  +(— 3senf)2  +(0)2]1/2  =  3. 


son  x  =  e  y  =  2  cos  3?, 


3.3.  Una  partfcula  se  mueve  a  lo  largo  de  una  curva  cuyas  ecuaciones  parametricas 
y  z  =  2  sen  3 1,  donde  t  es  el  tiempo. 

a)  Determine  su  velocidad  y  aceleracion  en  cualquier  instante. 

b)  Encuentre  las  magnitudes  de  la  velocidad  y  aceleracion  en  t  =  0. 

Solucion 

a)  El  vector  de  posicion  r  de  la  partfcula  es  r  =  xi  +  yj  +  zk  =  e  \  +  2  cos  3/j  +  2  sen3fk.  Entonces  la  velocidad 

es  v  =  dr Idt  —  e~‘i  —  6  sen  3fj  +  6  cos  3fk  y  la  aceleracion  es  a  =  drrldt2  =  e~'i  —  18  cos  3tj  —  18  sen  3rk. 

b)  En  t  =  0,  dr  Idt  =  — i  +  6k  y  d2r/dt 2  =  i  —  18j.  Entonces 

La  magnitud  de  la  velocidad  en  t  =  0  es  -J ( —  1  )2  +  (6)2  =  V31 

La  magnitud  de  la  aceleracion  en  t  =  0  es  -J (l)2  +  ( —  1 8)2  =  V325. 

3.4.  Una  partfcula  se  mueve  a  lo  largo  de  la  curva  x  =  2r,  y  =  r  —  At  y  z  =  —  t  —  5,  donde  1  es  el  tiempo. 
Encuentre  las  componentes  de  su  velocidad  y  aceleracion  en  el  momento  t  =  1  en  la  direccion  i  —  2 j  +2k. 

Solucion 

Velocidad  =  —  =  —  [(2r)i  +  it2  —  4f)j  +  (— t  —  5)k] 
dt  dt 

=  (4f)i  +  (2t  —  4)j  —  k  =  4i  —  2j  —  k  en  t  =  1. 

El  vector  unitario  en  la  direccion  i  —  2j  +  2k  es  -J  +  -k  —  =  |  i  _  =1  +  =  k. 

V(D2  +  ( — 2)2  +  (2)2  3 
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Entonces,  la  componente  eii  la  direccion  dada  es  (4i  — 


a  i  ■'  d  r  d  (dr\  d 
Aceleracion  =  — r-  =  —  —  =  — 

dt2  dt  \dt  I  dt 


■  2j  —  k)  •  (j  i  —  |  j  +  j  k)  =2 
[(4r)i  +  (2t  —  4)j  —  k]  =  4i  +  2j. 


Entonces,  la  componente  de  la  aceleracion  en  la  direccion  dada  es  (4i  +  2j)  •  (ji  —  |j  +  |k)  =0. 

3.5.  Una  curva  C  esta  definida  por  sus  ecuaciones  parametricas  x  =  xOv),  y  =  y(s)  y  z  =  z(s),  donde  v  es  la  longitud 
de  arco  de  C  medido  a  partir  de  un  punto  fijo  sobre  C.  Si  r  es  el  vector  de  position  de  cualquier  punto  sobre 
C,  demuestre  que  dr  Ids  es  un  vector  unitario  tangente  a  C. 

Sol  u  cion 

El  vector 


dr 

ds 


d 

ds 


(.ri  +  yj  +  zk) 


dx .  dy .  dz, 
—  t  +  —  j  +  — k 
ds  ds  ds 


es  tangente  a  la  curva  x  =  x(s),  y  =  y(s)  y  z  —  z(s).  Para  demostrar  que  tiene  magnitud  unitaria,  observe  que 

dr  _  j(^A2,(^y\2,(^\2  _  l(dx)2  +  (dy)2  +  (dz)2  _ 
ds  \\ds)  \ds)  \ds)  y  (ds)2 


ya  que  (ds)2  =  (dx)2  +  (dy)2  +  (dz)2,  que  es  un  resultado  del  calculo. 

3.6.  a)  Encuentre  el  vector  unitario  tangente  a  cualquier  punto  sobre  la  curva  x  =  t2  —  t,  y  =  At  —  3  y  z  —  2t  —  8/. 
b)  Determine  la  tangente  unitaria  en  el  punto  en  que  t  =  2. 

Sol u  cion 

a)  Una  tangente  a  la  curva  en  cualquier  punto  es 

—  =  —  [(r2  -  t) i  +  (4r  -  3)j  +  (It2  -  80k]  =  (2 1  -  l)i  +  4j  +  (4 1  -  8)k. 
dt  dt 


La  magnitud  del  vector  es  \dr/dt\  =  [(2 1  —  l)2  +  (4)2  +  (At  —  8)2]1/2.  Entonces,  el  vector  unitario  tangente 
requerido  es 

T  =  [(2t  -  l)i  +  4j  +  (4 1  -  8)k]/[(2?  -  l)2  +  (4)2  +  (At  -  8)2]1/2. 


Note  que  como  \dr/dt\  =  dsldt,  se  tiene  que 


b)  En  t  =  2,  el  vector  unitario  tangente  es  T  = 


T  =- 


drldt  dr 


dsldt  ds 
3i  +  4j 


=  |i  +  iJ- 


V(3)2  +  (4)2  +  02  5  5 

3.7.  Suponga  que  A  y  B  son  funciones  diferenciables  de  un  escalar  it.  Demuestre  que: 

d  c/B  cIA  d  r/B  dA 

a)  — (A-B)=A - + - B,  b)  — (A  x  B)  =  A  x  —  +  — xB 

du  du  du  du  du  du 
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Solucion 


d  ca 

a)  —  (A  •  B)  =  lfm  - 

dll  Ah— >o 


-  AA)  •  (B  +  AB )  —  A  •  B 


=  lfm 
Aw— >0 


=  lfm  A 

Am— >0 


A-  AB 


A  u 
AA-  B 
A  u 
AA 


AB  _ 

-7—  +  -T—  '  B 

A  u  Am 


AA- AB 


AA 


dB  dA 


.  AB  =  A-  —  +—  -B 
A  u  du  du 


Otro  metodo 

Sea  A  =  AJ  +  A2j  +  A3k,  B  =  B\\  +  +  B3k.  Entonces 

A(a-  B)  =  (Aifij  +A2B2  +A3B3) 
du  du 

—  I  A\ - +  A2  — - —  +  A3 - 

y  du  "  du  ~  du 

dB  dA 

=  A-  —  +  —  •  B 
du  du 

n  d  r  (A  +  AA)  x  (B  +  AB)  —  A  x  B 

b)  — (A  x  B)  =  lim  - - - 

du  Ah— >0  An 


( dA  1  dAi  dA-j 
+  — -B 1  +  — -B2  +  — -Ba 

\  du  du  du 


=  lim  - 

An 

Am— 

AB 

AA 

=  lim  A  x  — — 

+  — —  x  B  + 

Au->0  An 

An 

% 

CQ 

^3 

=  A  x  — —  +  — — 

x  B 

du  du 

AA 

An 


x  AB 


Otro  metodo 


-7- (A  x  B)  = 

du  du 


i  j  k 

Ai  A2  A3 
Bi  B2  B3 


Con  el  uso  de  cierto  teorema  sobre  la  diferenciacion  de  un  determinante,  el  resultado  anterior  se  convierte  en 


i 

j 

k 

i 

j 

k 

Ai 

A2 

a3 

+ 

dA\ 

dAi 

dA3 

dBi 

dB2 

dB3 

du 

du 

du 

du 

du 

du 

Bi 

Bi 

B3 

dB  dA 

=  A  x  —  +  —  x  B 
du  du 


d  d 

3.8.  Suponga  que  A  =  5ri  +  rj  —  rk  y  que  B  =  sen  ri  —  cos  ?j.  Encuentre:  a)  —  (A  x  B)  y  b)  —  (A  •  A). 

Solucion 

.  d  ,  ,  dB  dA  „ 

a)  — (A-B)=A- —  +  — -B 
dt  dt  dt 

=  (5?2i  +  t j  —  t3k)  •  (cos  ri  +  sen  rj)  +  (lOri  +  j  —  3f2k)  •  (sen  ri  —  cos  rj) 

=  5  r2  cosr  +  r  sen  r  +  lOrsen  r  —  cos  r  =  (5r2  —  1)  cosr  +  1  lr  sen  r 
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Otro  metodo 

A  •  B  =  5^  sen  t  —  t  cos  f.  Entonces 


—  (A  •  B)  =  —  (5 f2  sen  f  —  f  cos  f)  =  5 f2  cos  t  +  lOf  sen  t  +  t  sen  t  —  cos  f 
dt  dt 


=  (5  r  —  l)cosf  +  llfsenf 


dB  dA 
dt  dt 


i 

j 

k 

i 

j 

k 

5  f2 

f 

-f3  + 

lOf 

1 

—it2 

cos  f 

sen  f 

0 

sen  f 

—cos  f 

0 

Otro  metodo 


Entonces 
d  . 


=  [f3  sen  ti  —  r  cos  fj  +  (5f2  sen  t—  t  cos  f)k] 

+  [—'it1  cosfi  —  it1  sen  fj  +  (— lOf  cosf  —  sen  f)k] 

=  (f3  sen  t  —  it 2 cosf)i  —  (f3  cost  +  it 2  sen  t) j  +  (5 r  sen  t  —  sen  t  —  Ilf  cosf)k 


i  j  k 

A  x  B  =  5f2  t  — f3  =  —  f3  cos  fi  —  f3  sen  fj  +  (— 5f2  cosf  —  t  sen  f)k 

sen  t  —  cos  t  0 

—  (A  x  B)  =  (f3  sen  t  —  it2  cos  r)i  —  (f3  cos  t  +  it 2  sen  f)j  +  (5 12  sen  t  —  1  If  cos  f  —  sen  f)k 
dt 


.  d  dA  dA  dA 

c )  -(A-A)  =A-  —  +  —  -A  =  2A-  — 
f/f  dt  dt  dt 


=  2(5f2i  +  fj  -  f3k)  •  (lOfi  +  j  -  3rk)  =  100f3  +2 1  +  6 f5 


O/ro  metodo 


A  •  A  =  (5f2)2  +  (f)2  +  (-f3)2  =  25  f4  +  f2  +  f6 

Entonces  —  (25  r4  +  f2  +  f6)  =  100f3  +  2f  +  6  f5. 

dt 

3.9.  Suponga  que  A  tiene  magnitud  constante.  Demuestre  que  A  •  dAldt  =  0  y  que  A  y  dA/dt  son  perpendiculares, 
siempre  y  cuando  |(/A/<if|  ^  0. 

Sol  u  cion 

Como  A  tiene  magnitud  constante,  A  •  A  =  constante. 

^  d  , .  .  „  .  dA  dA  .  „ ,  dA 

Entonces,  —  (A  •  A)  =  A  •  —  +  —  -  A  =  2A  •  —  =  0. 

dt  dt  dt  dt 

„  ,  ,  d/A  dA  .  dA 

Por  lo  que  A  •  —  =  0  y  A  es  perpendicular  a  —  siempre  que  —  A  0. 

df  dt  dt 

3.10.  Suponga  que  A,  B  y  C  son  funciones  diferenciales  de  un  escalar  u.  Demuestre  que 

d  c/C  r/B  dA 

—  (A'BxC)=A'Bx  —  +  A  •  —  x  C  +  —  •  B  x  C. 

du  du  du  du 


Solucion 

d  d  dA 

De  acuerdo  con  los  problemas  3.7a)  y  i.lb),  — A  •  (B  x  C)  =  A  •  —  (B  x  C)  +  —  ■  B  x  C 

du  du  du 

r  dC  dB  1  dA  „ 

=  A*  Bx  —  +  — xC  + — 'BxC 
du  du  J  du 

dC  dB  dA 

=  A-B  x  —  +  A  -  —  x  C  + —  -BxC 

du  du  du 


CAPITULO  3  Diferenciacion  vectorial 


3.11.  Una  partfcula  se  mueve  de  modo  que  su  vector  de  position  esta  dado  por  r  =  cos  tori  +  sen  torj,  donde  to  es 
una  constante.  Demuestre  que  a)  la  velocidad  v  de  la  partfcula  es  perpendicular  a  r,  b)  la  aceleracion  a  esta 
dirigida  hacia  el  origen  y  tiene  una  magnitud  proportional  a  la  distancia  a  este  y  c)  r  x  v  =  un  vector  cons¬ 
tante. 

Sol u  cion 

.  dr  .  .  ^ 

a)  v  =  —  =  —to sen  toft  +  tocos  ton.  Entonces 
at 

r  •  v  =  [cos  tori  +  sen  torj]  •  [—to sen  tori  +  tocos  torj] 

=  (cos  tor)(— to  sen  tor)  +  (sen  tor)(to  cos  tor)  =  0 


y  r  y  v  son  perpendiculares. 

d2r  d\  2  ,2 

b)  — -  =  —  =  —&r  cos  ton  —  to"  sen  tori 

dt2  dt  J 

=  — to2[cos  tori  +  sen  torj]  =  — to2r 

Entonces,  la  aceleracion  es  opuesta  a  la  direction  de  r,  es  decir,  se  dirige  hacia  el  origen.  Su  magnitud  es  pro¬ 
portional  a  jr|,  que  es  la  distancia  al  origen. 

c)  r  x  v  =  [cos  tori  +  sen  torj]  x  [—to sen  tori  +  tocos  torj] 

i  J  k| 

cos  tor  sen  tor  0 

— tosentor  tocos  cot  0 

=  to(cos 2  tor  +  sen2  tor  )k 
=  tok,  que  es  un  vector  constante. 

Ffsicamente  se  trata  del  movimiento  de  una  partfcula  sobre  una  circunferencia,  con  velocidad  angular  constan¬ 
te  to.  La  aceleracion,  dirigida  hacia  el  centro  del  cfrculo,  es  la  aceleracion  centripeta. 

dA  dA 

3.12.  Demuestre  que  A-  — —  =  A— — . 

dt  dt 


Sol u  cion 

Sea  A  =  Ai i  +  AJ  +  A3k.  Entonces,  A  =  JA\  +  A\  +  A\. 


—  =-(A2+A2+A2) 
dt  2  1  2  3 


-1/2 


2A, 


dA\ 

dt 


+  2A- 


.  dA\  dA 2  dA 3 

A  t  -  +  Ao -  +  A3 - 

dt  dt  _  dt 


(A|  +A2  +A^) 


1/2 


dA 
A •  — 

.  dt 

A  ’ 


dA 


por  lo  que  A  —  =  A 
dt 


dA2 

dt 


+  2A3 


t/A3 

dt 


dA 

dt 


Otro  metodo 


Como  A- A  =  A2,  —  (A- A)  =  —  (A2). 

dt  dt 


Entonces 


tf  , ,  ,  dA  dA  ,  „ ,  dA 

—  (A  •  A)  =  A  •  —  +  —  -  A  =  2A-—  y 
dt  dt  dt  dt 

dA  dA  dA  dA 

2A - -  2A —  o  A - -  A  — . 

dt  dt  dt  dt 

dA 


dt 


(A2)  =  2 A 


dA 

dt 


Observe  que  si  A  es  un  vector  constante,  entonces  A  •  —  =  0,  como  en  el  problema  3.9. 

dt 
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dA 


dA 


3.13.  Sea  A  =  (2 x2y  —  x4)i  +  (e**  —  y  sen  x)j  +  (x2  cos  y)k.  Encuentre:  a)  —  y  b )  — . 

dx  dy 


Sol  uc  ion 

v  dA  d  9  A  d  d  9 

a)  —  =  —  (2x~y  -  x>  +  (e  '  -  y  sen  x)j  +  —  (x1  cos  y)k 

dx  dx  dx  dx 

=  (4xy  —  4x3)i  +  (ye ^  —  y  cosx)j  +  2x  cosyk 

b)  ~r  =  t  (2xly  ~  -x4)i  +  ^ -  y sen  x)j +  t"  (*2  cos  >)k 

dy  dy  dy  dy 

=  2x~i  +  ( xe ^  —  sen  x)j  —  x2  sen  yk 


d2A  d2A 

3.14.  Sea  A  el  vector  del  problema  3.13.  Encuentre:  a)  — -y  b)  — _ . 

dr2  dy2 


Solucion 

.  d2A  a  ,  a  a 

a)  =  —  (4xy  -  4x3)i  +  —  (ye47  -  y  cos  x)j  +  —  (2x  cos  y)k 

dxL  dx  dx  dx 

=  (4y  —  12x2)i  +  (y2^  +y  senx)j  +  2 cosyk 

^2  ^  d  d  d 

b)  ITT  =  7“  (2x2)'  +  t-  -  sen  x)j  -  —  (x2  sen  y)k 

dy  dy  dy  dy 

=  0  4-  x2el'j  —  x2  cosyk  =  x2exyj  —  x2  cosyk 

d2A  d2A 

3.15.  Sea  A  el  vector  del  problema  3.13.  Encuentre:  a)  - y  b)  - . 

dxdy  dydx 

Solucion 

d2A  a  ( dA\  a  ~  a  „  s.  a  , 

a)  xrx-  m  t-  —  =  —  (2x  )i  +  —  (xexy  -  senx)j  -  — (x  seny)k 

dxdy  dx  \  dy  J  dx  dx  dx 

=  4xi  +  (xye*1'  +  eA-v  —  cos  x)j  —  2x  sen  yk 

a2  A  a  fdA\  a  ,  d  d 

b)  ——  =  —  —  =  —  (4xy  -  4x3)i  +  —  (yey  -  y  cos  x)j  +  —  (2x  cos  y)k 

dydx  dy  \  dx  J  dy  dy  dy 

=  4xi  +  (xye^  +  —  cos  x)j  —  2x  sen  yk 

Observe  que  d2A/dydx  =  d2 A/ dxdy,  es  decir  que  el  orden  de  diferenciacion  es  intrascendente.  Esto  es  en  general 
verdadero  si  A  tiene  derivadas  parciales  continuas  de,  al  menos,  segundo  orden. 


3.16.  Suponga  que  </>(x,  y,  z)  =  xy2z  y  que  A  =  xzi  —  xy2j  +  yz2k.  Encuentre 


Solucion 


dx2dz 


(cf) A)  en  el  punto  (2,  —  1,  1). 


(f) A  =  (xy2z)(xzi  —  xy2j  +  yz2  k)  =  x2y2z2i  —  x2y4zj  +  xy3z3k 

^-(cf>A)  =  ^-(x2y2z2i  -  x2y4zj  +  xy3z3k)  =  2xVzi  -  x2y4j  +  3xy3z2k 
dz  dz 

d2  d 

— —  (</>A)  =  —  (2x2y2d  -  x2y4j  +  3xy  Vk)  =  4xy2zi  -  2xy4j  +  3yVk 
dxdz  dx 

^3  ^ 

t- tt-  (M)  =  —  (4xy2d  -  2xy4j  +  3y3rk)  =  4y2zi  -  2y4j 
dxAdz  dx 

Si  x  =  2,  y  =  —  1  y  z  e  1,  el  resultado  se  convierte  en  4(— l)2(l)i  —  2(— l)4j  =  4i  —  2j. 


CAPITULO  3  Diferenciacion  vectorial 


3.17.  Sea  F  que  depende  de  x,  y,zyt,  donde  x,yyz  dependen  de  t.  Demuestre  que 

dF  _  dF  AF  dx  3F  dy  AF  dz 
dt  dt  dx  dt  dy  dt  dz  dt 


con  suposiciones  razonables  sobre  diferenciabilidad. 


So  I  u  cion 


Suponga  que  F  =  F\  (x,  y,  z,  t) i  +  F2(x,  y,  z,  f)j  +  F$(x,  y,  z,  t)k.  Entonces, 


dF  =  dF  ii  +  dF2  j  +  dF2  k 


dJ±dt  +  dJldx  +  dJldy  +  dl±dz 

dt  Ax  Ay  dz 


i  + 


dF2  A  Co  A  Co  8F2 

- dt  + - dx  + - dy  + - dz 

dt  dx  Av  Az 


AC3  dF2  dF2  AC3 

- dt  + - dx  + - dy  + - dz 

dt  dx  dy  '  dz 


t)F\  dF2  .  A/’  3 

- 1  + - 1  +  — -k  | dt  + 

dt  dt  J  dt 


dF  i  A/'2  AC3 

—  i  +—  j  +  — k  |  dx 
dx  dx  J  Ax 


(dF  i .  dF-,  .  AF3  \  , 

+  — i  +  —  j  +  —  k  )dy  + 

V  a>'  3y  Ay  J 

AF  AF  ,  AF  AF  , 

=  — dt  +  — dx  +  — dy  +  — dz 
dt  dx  Ay  '  dz 


dF i  .  A/'  2 .  A/-'3  . 

||  i+  j  -  k  )dz 

dz  dz  dz 


dF 

por  lo  que  — 


AF  AF  dx  AF  dy  AF  dz 

—  + - + - —  + - . 

dt  dx  dt  dy  dt  dz  dt 


Geometria  diferencial 


(IT 

3.18.  Demuestre  las  formulas  de  Frenet-Serret:  a)  —  =  kN, 

as 


,3  dB  NT  3 

b)  —  =  -rN  y  c)  — 
as  as 


=  tB  —  kT. 


So  I  u  cion 


a)  Como  T  •  T  =  1,  se  concluye,  del  problema  3.9,  que  T  •  —  =  0,  es  decir:  —  es  perpendicular  a  T. 

ds  ds 

dT  dT 

Si  N  es  un  vector  unitario  en  la  direccion  — ,  entonces  —  =  kN.  Decimos  que  N  es  la  normal  principal, 

dsds 

k  es  la  curvatura  y  p  —  II k  es  el  radio  de  curvatura. 

dB  dN  dT  dN 

b )  Sea  B  =  T  X  N,  por  lo  que—  =  T  x  —  +  —  x  N  =  T  x  — 

ds  ds  ds  ds 


xNxN=Tx 


dN 

ds 


^  dB  ^  ^  dN  n  dB 

Entonces  T  •  — —  =  T  •  T  x  — —  =  0,  por  lo  que  T  es  perpendicular  a  -Jlfe 
ds  ds  ds 

Pero  como  B  •  B  =  1,  se  concluye  que  B  •  —  =  0  (vea  el  problema  3.9),  de  modo  que  —  es  perpendicu- 

ds  ds 

lar  a  B  y  esta  en  el  piano  de  T  y  N. 

dB  dB 

Como  —  esta  en  el  piano  de  T  y  N  y  es  perpendicular  a  T.  debe  ser  paralelo  a  N;  entonces,  —  =  —  tN. 


ds 


Denominamos  a  B  la  binomial,  res  la  torsion  y  cr  =  1/res  el  radio  de  torsion. 
c)  Como  T,  N  y  B  forman  un  sistema  de  mano  derecha,  tambien  lo  hacen  N.  B  y  T,  es  decir:  N  =  B  X  T. 
dN  dT  dB 

Entonces,  —  =  B  x  —  +  —  xT  =  BxkN  —  tNxT  =  — /cT  +  tB  =  rB  —  kT. 
ds  ds  ds 


Problemas  resueltos 


3.19.  Demuestre  que  el  radio  de  curvatura  de  la  curva  cuyas  ecuaciones  parametricas  son  x 
Z  =  z(s),  esta  dado  por 


X(s),  y  =  y(s )  y 


d2x\2  +  (d2y\2  +  /d2zY 
ds2)  \d.v2/  \d,s2/ 


-1/2 


Solucion 

El  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  sobre  la  curva  es  r  =  x(i)i  +  y(i)j  +  z(s)k.  Entonces, 

^  dr  dx .  dy .  dz,  dT  d~x.  dry.  d~z. 

T= — = — 1+  — j+ — k  y  —  =  — =-i+  — yj  + — Tk. 

ds  ds  ds  ds  ds  ds~  ds~  ds~ 


Pero  dT/ds  =  /cN,  por  lo  que 


dT 

ds 


/  / d2x\  “  / d2y\  / d2z 

Ids2/  ~\ds2/  "yds2 


y  se  llega  al  resultado,  ya  que  p  =  1  Ik. 

dr  d2r  d3r  t 

3.20.  Demuestre  que  —  •  ,  0  x  ,  ,  =  .. 

ds  ds z  ds'  p1 


Solucion 

^  1 

II 

H 

d2  r 

ds2 

dr  d2r 

d3r 

ds  ds2 

X  ds3 

d3r 

=  kN, 


dN  d/c  dK  0  dn 

=  k —  +  — N  =  k(tB  —  k:T)  +  — N  =  ktB  —  k_T  +  — N 

ds  ds 


ds 3  ds  ds 

tB-k2tA 

ds 


=  T  -  (  k2tN  x  B  —  k3N  x  T  +  k  — N  x  N 
\  as 


=  T-(k2tT  +  k3B) 


=  k2t  = 


p 2 


El  resultado  puede  escribirse  asi': 


'  -  [(x")2  +  (y")2  +  (z")2] 


21-1 


y 

y" 


\x"'  y"' 


z 

z" 

z" 


donde  los  apostrofos  denotan  derivadas  con  respecto  de  s,  con  el  empleo  del  resultado  del  problema  3.19. 
3.21.  Dada  la  curva  en  el  espacio  x  =  t,  y  =  t2  y  z  =  |i3.  Encuentre:  a)  la  curvatura  k  y  b)  la  torsion  r. 

Solucion 

a)  El  vector  de  posicion  es  r  =  ti  +  t2 j  +  |t3k.  Entonces, 


dr 

dt 


—  i  +  2/j  +  2t  k  y 


ds 

dt 


dr 

dt 
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_  dr  _  dr/dt  _  i  +  2rj  +  2t2k 
ds  ds/dr  1  +  2 12 

dT  _  (1  +  2tz)(2j  +  4fk)  -  (i  +  2/j  +  2t2k)(4t)  _  -4d  +  (2  -  4f2)j  +  4fk 
~dt  (1  +  2  r2)2  (1  +  2f2)2 


Por  lo  que 


dT  _  dT/dt  _  — 4d  +  (2  —  4r2)j  +  4tk 
ds  ds/dt  (1  +  2f2)3 

Como  dT/ds  =  kN, 

v/(-4f)2  +  (2  -  4 f2)2  +  (4/)2  _  2 

(1  +2t2)3  “  (1  +  2f2)2 


fo)  Del  inciso  a),  N  = 


IdT  —2d  +  (1  —  2/2)j  +  2tk 


/<■ 


1  +2r2 


De  modo  que 


B  =  T  x  N  = 


1 


J 

2t 


k 

2t2 


1+2  f2  1  +  2f2  1  +  2/2 

— 2r  1  -  2  f2  2r 


1  +  2f2  1  +  2f2  1  +  2/2 


dB  4fi  +  (4/2  -  2)1  -  4rk 

Ahora  —  = - — ; - 

dt  (1  +  2  f2)2 


2t2i  -  2tj  +  k 
1  +2f2 


dB  _  dB/dt  _  4fi  +  (4 12  —  2)j  —  4fk 

y 


ds  ds/dt 


(1  +2r2)3 


Tambien,  —  tN  =  —  r 


—2d  +  (1  -  2r2)j  +  2tk 
1  +2f2 


dB 


.  Como  —  =  — tN,  se  encuentra  que  t  = - n. 

ds  H  (1+2  f2)2 


Observe  que  para  esta  curva  k  —  t. 


3.22.  Para  la  curva  del  problema  3.21,  en  el  punto  t  =  1,  encuentre  ecuaciones  en  forma  vectorial  y  rectangular 
para:  a)  la  tangente,  b)  la  normal  principal  y  c)  la  binormal. 

Sol  u  cion 

Sea  que  T0,  N0  y  B0  denoten  los  vectores  tangente,  normal  principal  y  binormal,  en  el  punto  requerido.  Entonces, 
del  problema  3.21, 


i  +  2j  +  2k  2i  —  j  +  2k  2i  —  2  j  +  k 

T0  = - - - ,  No  = - - -  y  B0  = - - - 

3  3  3 

Si  A  denota  un  vector  dado  mientras  que  r0yr  denotan,  respectivamente,  los  vectores  de  posicion  del  punto 
inicial  y  un  punto  arbitrario  de  A,  entonces  r  —  r0  es  paralelo  a  A,  por  lo  que  la  ecuacion  de  A  es  (r  —  r0)  X  A  =  0. 
Entonces, 


la  ecuacion  de  la  tangente  es 
la  ecuacion  de  la  normal  principal  es 
la  ecuacion  de  la  binormal  es 


(r  -  r0)  x  T0  =  0 
(r  -  r0)  x  N0  =  0 
(r  -  r0)  x  B0  =  0 


Problemas  resueltos 


Eii  forma  rectangular,  con  r  =  xi  +  yj  +  zk  y  r0  =  i  +  j  +  =  k,  estas  se  convierten,  respectivamente,  en: 
x  —  1  _y  —  1  _ z  —  2/3  x  —  1  _  y  —  1  _  z  —  2/3  jc  —  1  _y  —  1  _  z  —  2/3 

”1  2  2  ’  ~^2  2  y  “2  ^2  I  ' 

Estas  ecuaciones  tambien  pueden  escribirse  en  forma  parametrica  (vea  el  problema  1.28  del  capltulo  1). 

3.23.  Elabore  un  bosquejo  de  la  curva  en  el  espacio  x  =  3  cos  t,  y  =  3  sen  f  y  z  =  4f,  y  encuentre:  a)  la  tangente 
unitaria  T,  b)  la  normal  principal  N,  la  curvatura  k  y  el  radio  de  curvatura  p  y  c)  la  binormal  B,  la  torsion  r  y 
el  radio  de  torsion  u. 


So  I  u  cion 


La  curva  en  el  espacio  es  una  helice  circular  (vea  la  figura  3-4).  Como  f  =  zl 4,  las  ecuaciones  de  la  curva  son 
x  =  3  cos(z/4)  y  y  =  3  sen(z/4)  por  lo  que  se  encuentra  sobre  el  cilindro  x2  +  y~  =  9. 

a)  El  vector  de  position  para  cualquier  punto  sobre  la  curva  es 

r  =  3  cos  fi  +  3  sen  fj  +  4rk 

dr 


Entonces,  —  =  — 3  sen  ti  +  3  cos  fj  +  4k 
dt 


ds 

dr 

Id  r  dr 

dt 

dt 

\  dt  dt 

=  V(— 3  sen  f)2  +  (3  cos/)2  +  42  =  5 


dr  dr/dt  3 

Asi,  T  =  —  =  — - —  =  —  sen  n 
ds  ds/dt  5 


. .3  .3  .  4, 

b)  —  =  —  — sen  ti  +  -  cos  n  +  -  k 
’  5  5  5 


dT  _  d 
dt  dt 
dT  dT  /dt 
ds 


3  .  4, 

-costJ+5k. 

3  3 

=  —  -  cos  ti  —  -  sen  rj 


*M=-25COSfl-25SenfJ 


„  dT  XT  dT 
Como  —  =  kN,  — 
ds  ds 


=  |k||N|  =  k  por  tanto  k  £  0. 


Entonces  k  = 


d  T 

ds 


25 


=  -  — cost  — senf  =—  y  p  =  -  =  — . 


25 


25 


i/T  1  dT 

Para  —  =  kN,  obtenemos  N  = - =  —cos  ?i  —  sen  fj. 

ds  k  ds 


25 

T 


c)  B  =  T  X  N  = 


i  j  k 

—  | sen  t  | cos  t  I 

—  cos  t  —  sen  t  0 


=  |  sen  ti  —  i  cos  fj  +  |  k 
4 


rfB  4  .4  dB  dB/dt 

—  =  -  cos  ft  +  -  sen  fj,  —  =  — - — 

dt  5  5  ds  ds/dt 


=  —  cos  ft  +  —  sen  ft 
25  25 


..4.4.  4  1  25 

— tN  =  — r(— cosfi  —  senft)  —  — cosfi  + — sen  n  o  r  =  —  y  a  =  -  =  — . 

J  25  25  25  J  t  4 


z 


Figura  3-4 


Figura  3-5 
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3.24.  Encuentre  ecuaciones  en  forma  vectorial  y  rectangular  para  los  pianos:  a )  basculante,  b)  normal  y  c)  rectifi- 

cador,  para  la  curva  de  los  problemas  3.21  y  3.22,  en  el  punto  en  que  t  =  1. 

Sol u  cion 

a)  El  piano  basculante  es  aquel  que  contiene  a  la  tangente  y  a  la  normal  principal.  Si  r  es  el  vector  de  position  de 
cualquier  punto  en  dicho  piano,  y  r0  es  el  vector  de  position  del  punto  t  =  1,  entonces  r  —  r0  es  perpendicular 
a  B0,  la  binormal  en  el  punto  t  =  1,  es  decir:  (r  —  r0)  •  B0  =  0. 

b)  El  piano  normal  es  el  que  es  perpendicular  al  vector  tangente  en  el  punto  dado.  Entonces,  la  ecuacion  requerida 
es  (r  -  r0)  •  T0  =  0. 

c)  El  piano  rectificador  es  perpendicular  a  la  normal  principal  en  el  punto  dado.  La  ecuacion  requerida  es 
(r  -  r0)  •  N0  =  0. 

En  forma  rectangular,  las  ecuaciones  de  los  incisos  a),  b)  y  c)  son,  respectivamente, 

2(x  -  1)  -  2(y  -  1)  +  l(z  -  2/3)  =  0, 

\(x  -  1)  +  2{y  -  1)  +  2 (z  -  2/3)  =  0, 

—2(x  -  1)  -  l(y  -  1)  +  2 (z  -  2/3)  =  0. 

La  figura  3-5  muestra  los  pianos  basculante,  normal  y  rectificador  para  la  curva  C  en  el  punto  P. 

3.25.  a)  Demuestre  que  la  ecuacion  r  =  r (u,  v)  representa  una  superficie. 

dr  dr 

b)  Demuestre  que  —  x  —  representa  un  vector  normal  a  la  superficie. 
d  u  dv 

Sol  u  cion 

a)  Si  se  considera  que  u  tiene  un  valor  fijo,  digamos  no.  entonces  r  =  r(n0,  v)  representa  una  curva  que  se  puede 
denotar  con  u  =  uq.  De  manera  similar,  u  =  u\  define  otra  curva  r  =  r(ni,  v).  Entonces,  a  medida  que  varia  n, 
r  =  r («,  v)  representa  una  curva  que  se  rnueve  en  el  espacio  y  genera  una  superficie  S.  Asf,  r  =  r(n,  v)  repre¬ 
senta  a  la  superficie  S  generada,  como  se  ilustra  en  la  figura  3-6 a). 

Las  curvas  u  =  no,  n  =  u\,  ...  representan  curvas  definidas  sobre  la  superficie.  De  manera  similar  v  =  Vo 
y  v  =  Vi  representan  curvas  sobre  la  superficie. 

Al  asignar  valores  definidos  a  u  y  v,  obtenemos  un  punto  sobre  la  superficie.  Por  ejemplo,  las  curvas 
n  =  no  y  v  =  Vo  intersecan  y  definen  el  punto  (no,  v0)  sobre  la  superficie.  Nos  referimos  a  la  pareja  de  numeros 
(n,  v)  como  los  que  definen  las  coordenadas  curvilmeas  sobre  la  superficie.  Si  todas  las  curvas  n  =  constante  y 
v  =  constante,  son  perpendiculares  a  cada  punto  de  intersection,  llamamos  ortogonal  al  sistema  de  coordena¬ 
das  curvilmeas.  Para  un  analisis  mas  profundo  de  las  coordenadas  curvilmeas  consulte  el  capftulo  7. 


b)  Considere  al  punto  P  con  coordenadas  (n0,  Vo)  sobre  una  superficie  S,  como  se  ilustra  en  la  figura  3-6 b).  El 
vector  dr/du  en  P  se  obtiene  con  la  diferenciacion  de  r  con  respecto  de  n,  manteniendo  a  v  =  constante  =  v<> 
Segun  la  teorfa  de  curvas  en  el  espacio,  se  concluye  que  dr/du  en  P  representa  un  vector  tangente  a  la  curva 
v  =  Vo  en  P ,  como  se  ilustra  en  la  figura.  De  manera  similar,  dr/du  en  P  representa  un  vector  tangente  a  la 


Problemas  resueltos  o 


curva  u  =  constante  =  u0.  Como  dr/du  y  dr/dv  representan  vectores  en  P  tangentes  a  las  curvas  que  estan  en 
la  superficie  S  en  P.  se  concluye  que  estos  vectores  son  tangentes  a  la  superficie  en  P.  Por  tanto,  se  llega  a  que 

dr  dr 

—  x  —  es  un  vector  normal  a  S  en  P. 
du  dv 

3.26.  Determine  una  normal  unitaria  a  la  superficie  siguiente,  donde  a  >9: 

r  =  a  cos  u  sen  vi  +  a  sen  u  sen  vj  +  a  cos  vk 

Sol u  cion 

—a  sen  u  sen  vi  +  a  cos  u  sen  vj 
a  cos  u  cos  vi  +  a  sen  u  cos  vj  —  a  sen  vk 

i  j  k 

—a  sen  u  sen  v  a  cos  u  sen  v  0 
a  cos  u  cos  v  a  sen  u  cos  v  —a  sen  v 

=  —a2  cos  u  sen2  vi  —  a 2  sen  u  sen2  vj  —  a  2  sen  v  cos  vk 


Entonces 


rlr  dr 
—  x  —  : 

du  dv 


dr 

du 

dr 

dv 


representa  un  vector  normal  a  la  superficie  en  cualquier  punto  ( u ,  v). 

dr  dr  dr  dr 

Una  normal  unitaria  se  obtiene  al  dividir  —  x  —  entre  su  magnitud,  —  x  — 

du  dv  &  du  dv 


dada  por 


Vo4  cos2  u  sen4  v  +  a4  serf  u  sen4  v  +  a4  sen2  v  cos2  v  =  \la4(  cos2  u  +  sen2  u )  sen4  v  +  a4  sen2  vcos2  v 

=  v/u4  sen2  v(  sen2  v  +  cos2  v) 

ii a 2  sen  v  si  sen  v  >  0 

—a2  sen  v  si  sen  v  <  0 


Entonces,  hay  dos  normales  unitarias  dadas  por 

±(cos  u  sen  vi  +  sen  a  sen  vj  +  cos  vk)  =  ±n 

Debe  notarse  que  la  superficie  dada  esta  definida  por  x  =  a  cos  u  sen  v,  y  =  a  sen  u  sen  v,  z  =  a  cos  v,  por  lo 

que  se  observa  que  x2  +  y2  +  z2  =  a2,  que  es  una  esfera  de  radio  a.  Como  r  =  on,  se  concluye  que 

n  =  cos  u  sen  vi  +  sen  u  sen  vj  +  cos  vk 

es  la  normal  unitaria  dirigida  hacia  afuera  de  la  esfera  en  el  punto  (u,  v). 

3.27.  Encuentre  una  ecuacion  del  piano  tangente  a  la  superficie  x2  +  2xy2  —  3"3  =  6  en  el  punto  P(  1 , 2,  1). 

Sol  u  cion 

La  direccion  N  normal  a  una  superficie  F(x,  y,  z )  =  k ,  donde  k  es  una  constante,  es: 

N  =  [Fx,  Fy,  Fz\ 

Se  tiene  que  Fx  =  2x  +  2y2,  Fy  =  2x,  Fz  =  3 z2.  Entonces,  en  el  punto  P,  la  normal  a  la  superficie  (y  al  piano  tan¬ 
gente)  es  N(P)  =  [10,  2,  3], 

El  piano  tangente  E  en  P  tiene  la  forma  lOx  +  2y  +3z  =  b.  Al  sustituir  P  en  la  ecuacion  se  obtiene  £>=10  + 

4  +  3  =  17.  Entonces,  1  Ox  +  2v  +  3~  =  17  es  la  ecuacion  del  piano  tangente  en  /’. 
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Mecanica 

3.28.  Demuestre  que  la  aceleracion  a  de  una  particula  que  se  mueve  por  una  curva  en  el  espacio  con  velocidad  v 
esta  dada  por 

dv  v2 

a  =  —  T  +  — N 
at  p 

donde  T  es  el  vector  unitario  tangente  a  la  curva  en  el  espacio,  N  es  su  normal  principal  unitaria  y  p  es  el  radio 
de  curvatura. 

Sol u  cion 

Velocidad  v  =  magnitud  de  v  multiplicada  por  el  vector  unitario  tangente  T 
o:  v  =  vT 


Se  deriva  y  queda. 


Pero  segun  el  problema  3.18a), 


Entonces, 


dv  d  dv  dT 

a  =  —  =  —  (vT)  =  — T  +  v— 
dt  dt  dt  dt 


dT  dT  ds  ds  vN 

—  = - =  «N —  =  kvN  =  — 

dt  ds  dt  dt  p 


a.*T  +  vffl.*T  +  LN 

dt  \  p  J  dt  p 

Esto  demuestra  que  la  componente  de  la  aceleracion  es  dv/dt  en  la  direccion  tangente  a  la  trayectoria  y  v2/p  en  la 
direccion  de  la  normal  principal  a  la  trayectoria.  Esta  ultima  aceleracion  con  frecuencia  es  denominada  aceleracion 
centripeta.  Para  un  caso  especial  de  esta  situation  vea  el  problema  3.11. 

3.29.  Si  r  es  el  vector  de  posicion  de  una  particula  de  masa  m  relativo  al  punto  O  y  F  es  la  fuerza  externa  sobre  la 
particula,  entonces  r  x  F  =  M  es  el  par  de  torsion  o  momento  de  F  con  respecto  de  O.  Demuestre  que  M  = 
dH/dt,  donde  H  =  r  x  my  y  v  es  la  velocidad  de  la  particula. 

Sol u  cion 


es  decir: 


M=rxF  =  rx  —  (my),  segun  la  ley  de  Newton. 
dt 

d  d  dr 

Pero  — (r  x  m\)  =  r  x  — (m\)  +  —  x  m\ 
dt  dt  dt 

d  d 

=  r  x  —  (m\)  +  v  x  my  =  r  x  —  (my)  +  0 
dt  dt 

d  JH 

M  =  — (r  x  my)  =  — 
dt  dt 


Note  que  el  resultado  se  curnple  ya  sea  que  iti  es  constante  o  no.  H  se  llama  momento  angular.  El  resultado  afirma 
que  el  par  de  torsion  es  igual  a  la  tasa  de  cambio  del  momento  angular  con  respecto  del  tiempo. 

Este  resultado  se  extiende  con  facilidad  a  un  sistema  de  n  particulas  con  masas  mi,  m2,  ...,  mn,  y  vectores  de 

,  r„,  con  fuerzas  externas  Fi,  F2,  .. 


posicion  ri,  r2. 


,  F„.  Para  este  caso,  H  =  x  es  el  momento  angular 

k=  1 

«  JH 

total,  M  =  ^  r*.  x  Fj,  es  el  par  total,  y  el  resultado  es  M  =  — — ,  como  antes. 

k=  1 


dt 


3.30.  Un  observador  parado  en  un  punto  fijo  respecto  de  un  sistema  de  coordenadas  xyz  con  origen  O,  como  se 
ilustra  en  la  figura  3-7,  mira  un  vector  A  =  A  |  i  +  Azj  +  A3k  y  obtiene  que  su  derivada  con  respecto  del  tiempo 
dA.\  dAi  dA 3 

es - i  +  — - 1  +  — -  k.  Mas  tarde  se  da  cuenta  de  que  en  realidad  el  y  su  sistema  de  coordenadas  giran  con 

dt  dt  J  dt 

respecto  de  un  sistema  de  coordenadas  XYZ  que  se  considera  fijo  en  el  espacio  y  cuyo  origen  tambien  esta  en 


Problemas  resueltos 


O.  Se  pregunta,  “(',Cual  serfa  la  derivada  de  A  con  respecto  del  tiempo,  para  un  observador  que  estuviera  fijo 
en  relacion  con  el  sistema  de  coordenadas  XYZT’ 


dA 

a)  Sea  que  — 
4  dt 


f 


dA 

dt 


denoten  respectivamente  las  derivadas  de  A  con  respecto  del  tiempo  para  los 


sistemas  fijo  y  movil.  Demuestre  que  existe  una  cantidad  vectorial  to  tal  que 


dA 

dt 


I  / 


dA 

dt 


+  (O  X  A 


b )  Sean  Dj  y  Dm  los  sfinbolos  de  los  operadores  de  la  derivada  con  respecto  del  tiempo  en  los  sistemas  fijo 
y  movil,  respectivamente.  Demuestre  la  equivalencia  de  los  operadores 


Df—  Dm  +wx 


Solution 

a)  Para  el  observador  fijo,  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k  en  realidad  cambian  con  el  tiempo.  Entonces,  un  observa¬ 
dor  calcularfa  la  derivada  del  tiempo  como: 


dA  dAi  dAi  dA 3  di  d\  dk 

—  = - 1  + - 1  + - k  +  At  —  +A? —  +A3  — 

dt  dt  dt  dt  dt  ~  dt  dt 


es  decir. 


dA 

dt 


dA 

dt 


d\  dt  dk 

+Ai  —  +  A  2  —  +  A3  — — 
dt  dt  dt 


(1) 

(2) 


Como  i  es  un  vector  unitario,  di/dt  es  perpendicular  a  i  (vea  el  problema  3.9)  y,  por  tanto,  debe  estar  en  el  piano 
de  j  y  k.  Entonces, 


De  manera  similar. 


la  ecuacion  (3);  entonces  a4  =  —at. 

En  forma  similar,  de  i  •  k  =  0,  i  • 

<fcj-k-o.  j-f  +  f-k-oy 


di 

~r  =  oti  j  +  a2k 
dt 

(3) 

dj 

—  =  0:3k  +  a4i 
dt 

(4) 

dk 

—  =  a5i  +  a6j 
dt 

(5) 

dj  di  . 

*  -f  +  —  •  j:  -  0.  Pero,  i  ■ 
dt  dt 

•  -r  =  oqde  la  ecuacion  (4)  y  —  •  i  =  a,  de 
dt  cltJ 

dk  di 

-  +  -.k=0ya5  =  - 

-a2; 

a6  =  -a3. 
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„  di  .  .  di  .  .  dk  . 

Entonces,  —  =  ctij  +  aik,  —  =  a3k  —  aji,  —  =  —a7 1  —  a3j  y 
dt  dt  dt 

Ai  ^  +  A2  +  A3  ^  =  (— (X1A2  —  a2A3)i  +  («iAi  —  a3A3)j  +  (a2Ai  +  a3A2)k  que  se  puede  escribir  como 

i  J  k 

a3  —a2 
Ai  A2  A3 

Entonces,  si  se  hace  «3  =  cui,  —  a2  =  W2  y  «i  =  w3,  el  determinante  se  convierte  en: 

i  j  k 

CO  1  Ctl2  d)3  =wxA 
Ai  A2  A3 

donde  w  =  wj  +  <w2j  +  w3k.  La  cantidad  to  es  el  vector  de  velocidad  angular  del  sistema  movil  con  respecto 
del  sistema  fijo. 


b)  Por  definicion. 


Del  inciso  a). 


dA 
DfA  =  — 
1  dt 


=  derivada  en  el  sistema  fijo 


/ 


D,„  A  = 


dA 

dt 


=  derivada  en  el  sistema  movil. 


DfA  —  Dm A  (-0  \  —  ( i  )A 

y  se  demuestra  la  equivalencia  de  los  operadores  Df  =  Dm  +  wx. 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


Suponga  que  R  =  e  'i  +  Inf/2  +  l)j  —  tan  /k.  Encuentre:  a)  dR/dt,  b )  d2R/dt2,  c)  \d"R/dt\  y  d)  |r/2R /r//2]  en  /  =  0. 
Suponga  que  una  partfcula  se  mueve  a  lo  largo  de  la  curva  x  =  2  sen  3/,  y  =  2  cos  3/  y  z  =  8/,  en  cualquier  momento 
/>0. 

a)  Encuentre  la  velocidad  y  aceleracion  de  la  partfcula. 

b )  Calcule  las  magnitudes  de  la  velocidad  y  la  aceleracion. 

Encuentre  un  vector  unitario  tangente  a  cualquier  punto  de  la  curva  x  =  a  cos  cot,  y  =  a  sen  cot  y  z  —  bt,  donde  a, 
by  co  son  constantes. 

Suponga  que  A  =  A  —  /j  +  (2/  +  1  )k  y  que  B  =  (2/  —  3)i  +  j  —  /k.  Encuentre 

a)  —(A*  B),  b)  -(Ax  B),  c)  —I  A  +  B|  yd)  —  ( A  x  —  )en  /  =  1. 
dt  dt  dt  dt  \  du ) 

3.35.  Suponga  que  A  =  sen  id  +  cos  uj  +  z/k.  B  =  cos  id  —  sen  zzj  —  3k.  y  C  =  2i  +  3j  —  k. 


3.31. 

3.32. 


3.33. 

3.34. 


3.38. 

3.39. 


Encuentre  —  (A  x  (B  x  C))  en  u  =  0. 
du 

d  (  dB  dA  \  d2  B  d2  A 

3.36.  Demuestre  que  a)  —  A  • - ■  B  =  A — - - —  •  B,  donde  A  y  B  son  funciones  diferenciales  de  s. 

ds  \  ds  ds  J  ds 1  dsz 

d  (  dB  dA  \  d2  B  d2  A 

b)  ds{Ax^-^XB)=Ax^-WXB 
d  (  dW  d2\\  d\  d3\ 

c)  ity-iitxiifi)=y'iitxw 

C P" 

3.37.  Suponga  que  A(/)  =  3/2i  —  (/  +  4)j  +  ( t2  —  2/)k  y  que  B(f)  =  sen  zi  +  3e^'j  —  3  cos  /k.  Encuentre  ^-5  (A  x  B)  en 


f  =  0. 
d2  A 


dA 


Sea  — pj-  =  6/i  —  24/  j  +  4  sen  /k.  Encuentre  A  dado  que  A  =  2i  +  j  y  — —  =  —  i  —  3k  en  /  =  0. 
dr  dt 

Demuestre  que  r  =  e  f(C  1  cos  2/  +  C2  sen  2/),  donde  Ci  y  C2  son  vectores  constantes,  es  una  solucion  de  la  ecua- 

.  _  ...  .  ,  dr r  , dr 

cion  dilerencial  — -  +  2  —  +  5r  =  0. 
d/2  dt 


Problemas  complementarios 


d2  r  dr  2 

3.40.  Demuestre  que  la  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial  +  2a  —  +  to  r  =  0,  donde  ay  co  son  constantes, 


a)  r  =  e~at  (Cie'/a2-“2'  +  si  cr  -  to2  >  0 

ft)  r  =  e~at  (Ci  sen  V co2  —  a-t  +  C2  cos  V co2  —  a2f)  si  cr  —  &r  <  0. 

c)  r  =  e~a'  (Ci  +  C2O  si  cr  —  w2  =  0 


donde  Ci  y  C2  son  vectores  constantes  arbitrarios. 
3.41.  Resuelva: 


d2  r  dr 

a)  -4— -5r  =  0, 
dt2  dt 


d2r  dr  d2r 

b)  — r-  +  2—  +  r  =  0  y  c)  — T  +  4r  =  0. 
dt2  dt  dt 2 


c/Y  c/X 

3.42.  Resuelva:  — —  =  X,  — —  =  — Y. 

dt  dt 


3.43.  Suponga  que  A  =  cosxvi  +  (3xy  —  2x2)]  —  (3x  +  2y)k.  Encuentre 


dA  SA  d2A  S2A  d2A  d2A 
dx  ’  dy  ’  dx2  ’  dy2  ’  dxdy  ’  dydx 


3.44.  Si  A  =  x2yzi  —  2xz3j  +  xz~ k  y  B  =  2d  +  yj  —  rk.  Encuentre  - (A  x  B)  en  (1,  0,  —2). 

dxdy 

3.45.  Con  Ci  y  C2  como  vectores  constantes  y  A  como  escalar  constante,  demuestre  que  H  =  e-Al(Ci  sen  Ay  +  C2  cos  Ay) 

.  .  .  . ,  ...  .  ,  .  .  d2H  cPH 

satistace  la  ecuacion  direrencial  parcial - + - =  0. 

K  dx2  dy2 

3.46.  Suponga  que  p0  es  un  vector  constante,  co  y  c  son  escalares  constantes  y  i  =  V—  1.  Demuestre  que  A  = 

d2A  2  3A  1  32A 


[poe,m(r  r/c)]/r  satisface  la  ecuacion  — T  + 

dr-  r  dr 

netica.] 


C2  dt 2 


.  [Este  resultado  tiene  importancia  en  la  teorfa  electromag- 


Geometrfa  diferencial 


3.47.  Considere  la  curva  en  el  espacio  x  =  t  —  t’I'b,  y  —  t2  y  z  =  t  +  f3/ 3.  Encuentre  a)  la  tangente  unitaria  T,  b)  la  cur- 
vatura  k,  c)  la  normal  principal  N,  d)  la  binormal  B  y  e)  la  torsion  t. 

3.48.  Suponga  que  se  define  una  curva  en  el  espacio  en  terminos  del  parametro  de  la  longitud  de  arco  s.  con  las  ecua- 
ciones 

x  =  arc  tan  s,  y  =  \  2 /2{s 2  +  1)  y  z  =  ^  —  arc  tan  s 


Encuentre  a)  T,  b)  N,  c)  B,  d)  k,  e )  t,  /)  p  y  g)  cr. 

3.49.  Considere  la  curva  en  el  espacio  x  =  t,y  =  t2yz  =  t3  (llamada  helice  cubica).  Encuentre  k  y  t. 

3.50.  Demuestre  que  para  una  curva  plana,  la  torsion  r  =  0. 

3.51.  Considere  el  radio  de  curvature  p  =  1  Ik  de  una  curva  plana  con  ecuaciones  y  =  fix)  y  z  =  0,  es  decir,  una  curva  en 
el  piano  xy.  Demuestre  que  p  =  {[1  +  (y')2]3/2}/|y"|. 


3.52. 

3.53. 

3.54. 


Considere  la  curva  con  vector  de  posicion  r  =  a  cos  ui  +  b  sen  uj,  donde  ay  b  son  constantes  positivas.  Encuentre 
su  curvature  k  y  su  radio  de  curvature  p  =  1  Ik.  Interprete  el  caso  en  que  a  =  b. 

dT  c/N  c/B 

Demuestre  que  las  rormulasderrenet-Serretsepuedenescnbiren  la  forma —  =  co  x  T,  —  =a>  x  N  y  —  =  co  x  B. 
Tambien  determine  co.  ds  ds  ds 


Pruebe  que  la  curvatura  de  la  curva  en  el  espacio  r 
puntos  denotan  diferenciacion  con  respecto  de  t. 


r(t)  esta  dada  numericamente  por  k 


donde  los 

|r|s 


3.55.  a)  Considere  la  curva  en  el  espacio  r  =  r(t).  Pruebe  que  r  = - ..  1  para  la  curva  en  el  espacio  r  =  r (t). 

|r  x  ri¬ 
ft)  Suponga  que  el  parametro  t  es  la  longitud  de  arco  .v.  Demuestre  que 

dr  d2  r  d3  r 
_  ds  ds 2  ds 3 
(d2r/ds2)2 
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3.56.  Sea  0  =  rx  r.  Demuestre  que  k  =  — T ,  r  =  — — . 

4  |r|3  Q2 

3.57.  Encuentre  k  y  rpara  la  curva  en  el  espacio  x  =  0  —  sen  8,  y  =  1  —  cos  6  y  z  =  4  sen(0/2). 

2t  +  1  t2 

3.58.  Encuentre  la  torsion  de  la  curva  x  =  - - — ,  y  =  - - -  y  z  =  t  +  2.  Explique  su  respuesta. 

3.59.  Considere  las  ecuaciones  de  la  recta  tangente,  normal  principal  y  binormal  a  la  curva  en  el  espacio  r  =  r (t)  en  el 
punto  t  =  t0.  Demuestre  que  pueden  escribirse,  respectivamente,  como  r  =  r0  +  rT0,  r  =  r0  +  fN0  y  r  =  r0  +  rB0, 
donde  t  es  un  parametro. 

3.60.  Considere  la  curva  x  =  3  cos  t,y  =  3  sen  t  y  z  —  4t.  Encuentre  ecuaciones  para  la  a)  tangente,  b)  normal  principal, 
y  c)  binormal,  en  el  punto  en  que  t  =  it. 

3.61.  Encuentre  ecuaciones  para:  a)  el  piano  basculante,  b )  el  piano  normal,  y  c)  el  piano  rectificador  a  la  curva 
x  =  3f  —  f3,  y  =  3L2  y  z  =  3r  +  t3  en  el  punto  en  que  t  =  1. 

3.62.  a)  Demuestre  que  la  diferencial  de  la  longitud  de  arco  sobre  la  superficie  r  =  r (u,  v )  esta  dada  por 

ds2  =  Edit  +  2 F du  dv  +  Gdv2 

dr  dr  ( 5r\ 2  dr  dr  dr  dr  ( dr\ 2 

donde  E  = - =(  —  ),  F  = - y  G  = - =(  —  ). 

du  du  \du  J  du  dv  dv  dv  ydv  J 

b)  Pruebe  que  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  el  sistema  de  coordenadas  curvilineas  u,  v,  sea  orto- 
gonal  es  que  F  =  0. 

3.63.  Encuentre  la  ecuacion  del  piano  tangente  a  la  superficie  z  =  xy  en  el  punto  (2,  3,  6). 

3.64.  Halle  ecuaciones  del  piano  tangente  y  la  recta  normal  a  la  superficie  4z  =  x2  —  y2  en  el  punto  (3,  1,  2). 

3.65.  Si  se  acepta  que  E,  F  y  G  estan  definidos  como  en  el  problema  3.62,  pruebe  que  una  normal  unitaria  a  la  superficie 
r  =  r(u,  v)  es 

dr  dr 

n _ i  du  dv 

“  s! EG  -F2 


Mecanica 

3.66.  Suponga  que  una  partfcula  se  mueve  a  lo  largo  de  la  curva  r  =  (r3  —  4t)i  +  (r  +  4f)j  +  (8 r  —  3t3)k.  Calcule  las 
magnitudes  de  las  componentes  tangencial  y  normal  de  su  aceleracion  cuando  t  =  2. 

3.67.  Suponga  que  una  partfcula  tiene  velocidad  v  y  aceleracion  a,  a  lo  largo  de  una  curva  espacial  C.  Demuestre  que  el 

v3 

radio  de  curvatura  p  de  su  trayectoria  esta  dada  numericamente  por  p  =  , - r. 

v  x  a| 

3.68.  Un  objeto  es  atrafdo  hacia  un  punto  fijo  O  con  una  fuerza  F  =  f(r) r,  M&m&da.  fuerza  central,  donde  r  es  el  vector 
de  posicion  del  objeto  en  relacion  con  O.  Demuestre  que  r  x  v  =  h  donde  h  es  un  vector  constante.  Pruebe  que  el 
momento  angular  es  constante. 

3.69.  Demuestre  que  el  vector  de  aceleracion  de  una  partfcula  que  se  mueve  a  lo  largo  de  una  curva  en  el  espacio  siempre 
se  ubica  en  el  piano  basculante. 

3.70.  a)  Calcule  la  aceleracion  de  una  partfcula  que  se  mueve  en  el  piano  xy  en  terminos  de  las  coordenadas  polares  ( p,(f> ). 
b)  (jCuales  son  las  componentes  de  las  aceleraciones  paralela  y  perpendicular  a  pi 

3.71.  Determine  a)  la  velocidad  y  b)  la  aceleracion,  de  una  partfcula  que  se  mueve  segun  la  miran  los  dos  observadores 
descritos  en  el  problema  3.30. 
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3.31. 

3.32. 

3.33. 

3.34. 
3.38. 

3.41. 

3.42. 

3.43. 

3.44. 

3.47. 

3.48. 

3.49. 

3.52. 

3.53. 

3.57. 

3.58. 
3.60. 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


a)  — i  — k,  b)  i  +  2j,  c)  */2,  d) 

v  =  6  cos  3/i  —  6  sen  3/j  +  8k.  a  =  — 18  sen  3ri  —  18  cos  3rj,  |v|  =  10,  |aj  =  18 


— aw  sen  wd  +  aw  cos  wfj  +  fek 
'/a2  cor  +  b 2 

a)  —6,  b)  7j  +  3k,  c)  1,  d)  i  +  6j  +  2k 


3.35.  7i  +  6j  —  6k 
3.37.  —  30i  +  14j  +  20k 


A  =  (r3  —  t  +  2)i  +  (1  —  2f4)j  +  (t  —  4  sen  ?)k 

a)  r  =  Cie5‘  +  C2e~',  b)  r  =  e~'(Ci  +  C2t)  y  c)  r  =  Ci  cos  2 1  +  C2  sen  2 1 
X  =  Ci  cos  t  +  C2  sen  f,  Y  =  Ci  sen  t  —  C2  cos  t 
<9A  dA 

—  =  — vsenxvi  +  (3v  —  4x)j  —  3k,  —  =  —  xsenxyi  +  3xj  —  2k, 

dx  '  By 

32A  2  .  32A  2  .  32A  32A  , 

— —  =  —  y  cosxyi  —  4j,  — -  =  —x  cosxyi, - = - =  — (xycosxy  +  senxyji  +  3j 

dx2  dy2  dxdy  dydx 

— 4i  -  8j 

(1  -/2)i  +  2rj  +(1  +f2)k  2 1  1  -t2 

a)  T  = -  -  -  c)  N  =  —  - - ,  1  +  - - ,  j 

V2(l  +  t2)  1  +  t2  1  +  t- 

1  ^  „  (/2  -  l)i  —  2/j  +  02  +  1  )k  ^  1 

b)  k  = - — r  cl)  H  = - — -  e)T  = - — ~ 

(1+r2)2  V2(  1  + 12)  (1+r2)2 

i  +  Vlsj  +  s2k  V2 

T  = - K  = 


-V2si  +  (l-.y2)j  +  V2.?k  V2  s2  +  1 

N  = - Wr -  =  g) 


c)  B  = 


s2i  -  V2ij  +  k  _  s1  +  1 


/)  P  = 


_  2  V9 14  +  9f-  +  1  __  3 

K  ~  (9r4  +  4f2  +  1)3/2  ’  T  ~~  9r4  +  9r2  +  1 

ad  1 

k  = - 2 - - - - — =  -;  si  a  =  b,  la  curva  dada,  que  es  una  elipse,  se  convierte  en  un  cfrculo  de  radio  a 

(a2  sen2  u  +  b2  cos2  u)3/2  p 

con  radio  de  curvatura  p  =  a. 
w  =  tT  +  kB 


k  =  1  V6  —  2  cos  6,  t  = 


(3  +  cos  d)cos  6/2  +  2  send  send/2 
12  cos  d  —  4 


r  =  0.  La  curva  esta  en  el  piano  x  —  3y  +  3z  =  5. 

a)  Tangente:  r  =  —  3i  +  477k  +  t(—  |j  +  |k)  o  bien:  x  =  —  3,  y  =  —  z  =  4ir  +  |r. 

b)  Normal:  r  =  — 3i  +  477]  +  ti  o  bien:  x  =  —  3  +  t,  y  =  4  jt  yz  =  0. 

c)  Binormal:  r  =  — 3i  +  4773  4-  r(|j  +  |k)  o  bien:  x  =  —3,  y  =  4tt  +  y  z  = 
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3.61.  a)  y  —  z  +  1  =  0,  b)y  +  z  —  7  =  0  y  c)  x  =  2.  3.64.  3x  —  y  —  2z  =  4;  x  =  3f  +  3  y  y  =  1  —  t, 

z  =  2-2t. 

3.63.  3x  +  2y  —  z  =  6.  3.66.  Tangencial.  16;  normal  2V73. 

•  2  ...  .  2  ... 

3.70.  a)  r  =[(p  —  )  cos  (f>  —  (pcf>  +  2 p<p)  sen  <£]i  +  [(p  —  p<p")  sen  (f>  +  (p4>  +  2 p(f>)  cos  <^]j 

.  2 

fr)  p  —  p<f ,  pcf>  +  2p<p 

3.71.  a)  v;,|/  =  Vpj,,,  +oj  xr,  b)  a,,  /  =  ap|m  +  a,„|y.  En  muchos  casos  oi  es  una  constante,  entonces  la  rotacion  ocurre  con 

velocidad  angular  constante.  Por  tanto,  D,„  oi  =  0,  y 

am| f  =  2wxD„,r  +  oi  x  (oi  x  r)  =  2oi  x  v,„  +  oi  x  (oi  x  r) 

La  cantidad  2oi  x  vm  se  llama  aceleracion  de  Coriolis,  y  oi  x  (oi  x  r)  se  denomina  aceleracion  centripeta. 


Gradiente,  divergencia 
y  rotacional 

4.1  INTRODUCCION 

A  continuation  se  define  el  operador  vectorial  diferencial  del,  cuyo  sfmbolo  es  V : 


Este  operador  vectorial  posee  propiedades  analogas  a  las  de  los  vectores  comunes.  Es  util  para  definir  tres  cantidades 
que  aparecen  en  ciertas  aplicaciones  y  que  se  conocen  como  gradiente,  divergencia  y  rotacional.  El  operador  V 
tambien  se  conoce  como  nabla. 


4.2  Gradiente 

Sea  cj)(x,  y,  z)  una  funcion  escalar  definida  y  diferenciable  en  cada  punto  (x,  y,  z)  en  cierta  region  del  espacio  [es  decir, 
< f>  define  un  campo  escalar  diferenciable].  Entonces,  el  gradiente  de  <f>,  que  se  denota  con  V <f>  o  grad  <p,  se  define 
como  sigue: 


V<$>  = 


/a.  _9_.  _9 

\3x  dz 


dtf}.  d<t> 

+  +  tp 

ay  dz 


k 


Observe  que  Vcf>  define  un  campo  vectorial. 

EJEMPLO  4.1  Suponga  que  (f>(x,  y,  z)  =  3xy3  —  y2z2.  Encuentre  Vcf)  (o  grad  (f>)  en  el  punto  P(  1,  1,  2). 

( d  d  d  \  o  99 
v<^  =  ( ■ +  — J  +  —  kj(3.ry3  -  y2z2) 

=  3y3i  +  (9xy2  -  2yz2)j  -  2y2zk 

Entonces,  V^fl,  1,  2)  =  3(l)3i  +  [9(1)(1)2  -  2(l)(2)2]j  -  2(l)2(2)k  =  3i  +  j  -  4k. 


Derivadas  direccionales 

Considere  una  funcion  escalar  (f>  =  <p(x,  y,  z).  Entonces,  la  derivada  direccional  de  4>  en  direction  de  un  vector  A  se 
denota  con  Da(4>).  Si  a  =  A/|A|,  el  vector  unitario  en  direction  de  A, 

Da(4>)  =  V(f>-  a 


Se  hace  enfasis  en  que  a  debe  ser  un  vector  unitario. 
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EJEMPLO  4.2  Considere  la  funcion  escalar  <f>(x,  y,  z)  =  x2  +  y2  +  xz. 

a)  Encuentre  grad  cf>.  b )  Encuentre  grad  0  en  el  punto  P  =  P(2,  —1,3).  c)  Determine  la  derivada  direccional  de  0  en  el 
punto  P  en  direccion  de  A  =  i  +  2j  +  k. 

(9  9  9  \ 

g^1  +  fy*  +  g2k)(-*2  +  y2  +  xz)  =  (2x  +  z)i  +  2yj  +  xk. 

b)  En  P(2,  —1,3),  grad  cf>  =  7i  —  2j  +  3k. 

c)  Primero  encontramos  el  vector  unitario  a  =  A/|  A|  =  (i  +  2j  +  k)/V6  en  direccion  de  A.  Despues  obtenemos  la  deri¬ 
vada  direccional  de  <j)  en  el  punto  P( 2,  —  1,  3)  en  direccion  de  A,  como  sigue: 

V<£  •  a  =  (7i  -  2j  +  3k)  •  [(i  +  2 j  +  k)/V6]  =  6/V6  =  V6/6. 


Multiplicador  de  Lagrange 

Aqui  deseamos  encontrar  los  puntos  (x,  y)  que  son  los  extremos  (valores  maximo  o  mmimo)  de  una  funcion /(x,  y) 
sujeta  a  la  restriccion  g(x,  y)  =  d,  donde  d  es  una  constante  [mas  en  general,  se  trata  de  encontrar  los  puntos  (xi,  x2, 
. . .,  x„)  que  dan  los  extremos  (valores  maximo  o  mmimo)  de  una  funcion /(xi,  X2,  . . .,  x„)  sujeta  a  la  restriccion  g(x i, 
X2,  . . .,  x„)  =  d,  donde  d  es  una  constante]. 

Esto  ocurrira  solo  cuando  los  gradientes  V/ y  Vg  (derivadas  direccionales)  sean  ortogonales  a  la  curva  [superfi- 
cie]  dada  g(x,  y)  =  d.  Entonces,  V/y  Vg  son  paralelos  y,  por  tanto,  debe  haber  una  constante  A  tal  que  V/'  =  AVg. 

La  letra  griega  A  (lambda)  se  usa  para  denotar  al  multiplicador  de  Lagrange.  La  condicion  V/=  AVg  y  la  restric¬ 
cion  original  generan  (n  +  1)  ecuaciones,  en  este  caso  tres,  con  las  incognitas  x,  y  y  A: 

fx(x,  y)  =  Ag*(x,  y),  fy(x,  y)  =  Agv(x,  y)  y  g(x,  y)  =  d 

Las  soluciones  del  sistema  para  x  y  y  producen  los  candidatos  para  los  extremos  /(x,  y)  sujetos  a  la  restriccion 
g(x,  y)  =  d. 

EJEMPLO  4.3  Minimice  la  funcion /(x,  y)  =  x2  +  2v2  sujeta  a  la  restriccion  g(x,  y)  =  2x  +  y  =  9. 

Con  el  uso  de  la  condicion  V/  =  AVg  y  la  restriccion  dada,  obtenemos  las  tres  ecuaciones  siguientes: 

2x  =  2A,  4y  =  A  y  2x  +  y  =  9 

Al  eliminar  A  de  las  dos  primeras  ecuaciones  obtenemos  x  =  4v.  que  con  2x  +  y  =  9  produce  9y  =  9.  De  este  modo 
obtenemos  la  solucion  y  =  1  y  x  =  4.  Entonces, /(4,  1)  =  16  +  2=  18esel  valor  mmimo  de/sujeto  a  la  restriccion 
2x  +  y  =  9. 


4.3  Divergencia 

Suponga  que  V(x,  y,  z)  =  Vii  +  VVj  +  V^k  esta  definida  y  es  diferenciable  en  cada  punto  (x,  y,  ")  en  una  region  del 
espacio  (es  decir,  V  define  un  campo  vectorial  diferenciable).  Entonces,  la  divergencia  de  V,  que  se  denota  con  V  •  V 
o  div  V,  se  define  como  sigue: 


/  o  ^  9  \ 

v*  V  =  f -i  +  -j  +  ^kj  •  (Vii  +  V2j  +  v3k) 

_  9Vi  dV2  9V3 

9x  9y  dz 


Aun  cuando  V  es  un  vector,  V  •  V  es  un  escalar. 


4.5  Formulas  que  involucran  a  V 


EJEMPLO  4.4  Suponga  que  A  =  x2z2i  ~  2y2z2j  +  xy2zk.  Encuentre  V  •  A  (o  div  A)  en  el  punto  P(  1 ,  —  1,  1). 

V  •  A  =  ^  i  +  ^  j  +  ^  kj  •  (x2z2i  -  2yVj  +  xy2zk) 

=  -z~(x2z2)  +  ^-(-2yY)  +  |-(ry2z)  =  2 xz2  -  4yz2  +  xy2 
dx  dy  dz 

En  el  punto  P(  1,  —  1,  1), 

V  •  A  =  2(1)(1)2  -  4(  — 1)(1)2  +  (1)(-1)2  =  7 

4.4  Rotacional 

Suponga  que  V (x,  y,  z)  =  VJ  +  V2j  +  V3k  es  un  campo  vectorial  diferenciable.  Entonces,  el  rotcicional  o  rotacion 
de  V,  que  se  denota  V  X  V,  rotacional  Y  o  rot  V,  se  define  como  sigue: 

/  3  3  3  \ 

V  x  v=  (— i  +  +  x  (yii  +  v2i  +  V3k) 

i  j  k 

a  a  a 

dx  dy  dz 

Vi  v2  v3 


a 

a 

a 

a 

a 

a 

dy 

dz 

i  — 

dx 

dz 

j  + 

dx 

dy 

v2 

v3 

Vi 

V3 

v2 

av3  av2\.  /dv,  av3\.  /ay2  aviV 

dy  dz  )  \  dz  dx  /  \  dx  dy  ) 


a  a  a 

Observe  que  en  la  expansion  del  determinante,  los  operadores  — ,  —  deben preceder  a  Vt.  V2  y  V3. 

EJEMPLO  4.5  Suponga  que  A  =  x2z2 i  —  2y2z2j  +  xy2zk.  Encuentre  V  X  A  (o  rot  A)  en  el  punto  P ( 1 ,  —  1,  1). 
VxA=(-^i  +  ^-j  +  ^-k')x  (x2z2i  -  2y2z2j  +  xy2zk) 


dx  dy  dz 

i  j  k 

9  9  9 

dx  dy  dz 

x2z2  -2 y2z2  xy2z 

9  9  j  j 

—  (xy~z)  -—{-2y2z2) 
dy  dz 


1  — 

=  (2xyz  +  4y2z)i  -  ( y2z  -  2x2z)j  +  Ok 
En  el  punto  P(l,  —  1,  1),  V  x  A  =  2i  +  j. 


3  9  3  9  9 

—  (xy~z)  -  —  (x~z2) 
dx  dz 


j  + 


|-(-2yY)-|-(x¥) 

dx  dy 


4.5  Formulas  que  involucran  a  V 

Las  proposiciones  siguientes  dan  muchas  de  las  propiedades  del  operador  V. 

proposicion  4.1:  Suponga  que  A  y  B  son  funciones  vectoriales  diferenciables,  y  que  cf>  y  >p  son  funciones 

escalares  diferenciables  de  posicion  (x,  y,  z).  Entonces,  se  cumplen  las  leyes  siguientes: 

i)  V(<^>  +  if/)  =  Vcf>  +  Vf/f  o  bien  grad((^>  +  ip)  —  grad  <f>  +  grad  ifj 

ii)  V  •  (A  +  B)  =  V  •  A  +  V  •  B  o  bien  div(A  +  B)  =  divA  +  divB 
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iii)  V  X  (A  +  B)  =  V  x  A  +  V  x  B  o  bien  rot(A  +  B)  =  rot  A  +  rot  B 

iv)  V  •  (</> A)  =  (S 4>)  •  A  +(f>(V  •  A) 

v)  V  x  (cf> A)  =  (V</>)  x  A  +  cf>(V  x  A) 

vi )  V  •  (A  x  B)  =  B  •  (V  x  A)  -  A  •  (V  x  B) 

vii )  V  x  (A  x  B)  =  (B  •  V)A  -  B(V  •  A)  -  (A  •  V)B  +  A(V  •  B) 

viii)  V(A  •  B)  =  (B  •  V)A  +  (A  •  V)B  +  B  x  (V  x  A)  +  A  x  (V  x  B) 

proposicion  4.2:  Suponga  que  d>  y  A  son  respectivamente  funciones  escalar  y  vectorial,  diferenciables,  y  que 

ambas  tienen  segundas  derivadas  parciales  continuas.  Entonces,  se  cumplen  las  siguientes 
leyes: 


i)  V  -(V0  = 

donde  V2  = 

ii )  V  x  ( V</>)  = 

iii)  V  •  (V  x  A) 

iv)  V  x  (V  x  A) 


vn,=  <N> 

*  d.x2  8y2  dz2 


3"  3"  3" 

— r  +  — -7  +  7— r  se  llama  operador  laplaciano. 
dxz  3 y  dz 

0.  El  rotacional  del  gradiente  de  <b  es  igual  a  cero. 

=  0.  La  divergencia  del  rotacional  de  A  es  igual  a  cero. 
=  V(V  •  A)-V2A. 


4.6  INVARIANCIA 

Considere  dos  sistemas  de  coordenadas  rectangulares  o  marcos  de  referenda  xyz  y  x'y'z! ,  que  tengan  el  mismo  ori- 
gen  O  pero  con  ejes  rotados  con  respecto  al  otro  (vea  la  figura  4-1). 


Figura  4-1 


Un  punto  P  en  el  espacio  tiene  coordenadas  (x,  y,  z)  o  (x  ,  y1,  z')  relativas  a  estos  sistemas  coordenados.  Las 
ecuaciones  de  transformacion  entre  coordenadas  de  los  dos  sistemas,  o  transformation  de  coordenadas,  son  las 
siguientes: 


x'  =  lux  +  Iny  +  Inz 

y'  =  h\x  +  hiy  +  k-i  z  (1) 

z'  =  h\X  +  hiy  +  I33Z 


Aqui,  ljk,j,  k  =  1,  2,  3  representan  los  cosenos  directores  de  los  ejes  x',  y'  y  z  con  respecto  de  los  ejes  x,yyz  (vea 
el  problema  4.38).  En  el  caso  en  que  los  orfgenes  de  los  dos  sistemas  coordenados  no  coincidan,  las  ecuaciones  de 
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transformacion  se  convierten  en  las  siguientes: 

x'  =  l\\x  +  l\2y  +  InZ  +  a' i 

y'  =  hix  +  lny  +  hyz  +  a'2  (2) 

z'  =  h\X  +  l32y  +  I33Z  +  a'3 

donde  el  origen  O  del  sistema  de  coordenadas  xyz  se  localiza  en  (a\,  a'2,  a 3)  en  relation  con  el  sistema  coordenado 
x'y’z! . 

Las  ecuaciones  de  transformacion  (1)  definen  una  rotation  pura,  mientras  que  las  ecuaciones  (2)  definen  una 
rotation  con  traslacion.  Cualquier  movimiento  de  cuerpo  rigido  tiene  el  efecto  de  una  traslacion  seguida  de  una 
rotacion.  La  transformacion  (1)  tambien  se  denomina  transformation  ortogonal.  Una  transformacion  lineal  general 
se  llama  transformation  afm. 

Fisicamente,  una  funcion  escalar  puntual  o  campo  escalar  fx,  y,  7.)  evaluada  en  un  punto  particular,  debe  ser  in- 
dependiente  de  las  coordenadas  del  punto.  Asf,  la  temperatura  en  cierto  punto  no  depende  de  si  se  utilizan  coordena¬ 
das  (x,  y,  z)  o  (pc',  y' ,  7.'  )■  Entonces,  si  fx,  y,  z)  es  la  temperatura  en  el  punto  P  con  coordenadas  (x,  y,  z )  y  f(x’,y',  7.' ) 
es  la  temperatura  en  el  mismo  punto  P  con  coordenadas  (x',  y',  z'),  debe  ocurrir  que  (/Ax,  y,  z)  =  fix' ,  y',  z).  Si 
fx,  y,  z)  =  fix',  y',  z'),  donde  x,y,z  y  x',  y',  z!  estan  relacionadas  por  las  ecuaciones  de  transformacion  (1)  o  (2), 
se  llama  a  fx,  y,  z)  un  invariante  con  respecto  de  la  transformacion.  Por  ejemplo,  x2  +  y2  +  z2  es  invariante  con  la 
transformacion  de  rotacion  (1),  ya  que  x  +  y  +  z  =  x  +  y  +  Z  . 

En  forma  similar,  una  funcion  vectorial  puntual  o  campo  vectorial  A(x,  y,  z)  se  llama  invariante  si  A(x,  y,  z )  = 
A'(x',  y' ,  z')-  Esto  se  cumple  si 


Afx,  y,  z)i  +  A2(x,  y,  z)j  +  A3(x,  y,  z)k  =  A\(x' ,  y' ,  z')V  +  A'2(x',  /,  z')j'  +  A'fx',  /,  z')k' 


En  los  capitulos  7  y  8  se  consideran  transformaciones  mas  generales  y  se  amplian  los  conceptos  anteriores. 

Es  posible  demostrar  (vea  el  problema  4.41)  que  el  gradiente  de  un  campo  escalar  invariante  es  un  campo  vecto¬ 
rial  invariante  con  respecto  de  las  transformaciones  (1)  o  (2).  De  manera  similar,  la  divergencia  y  el  rotacional  de  un 
campo  vectorial  invariante  son  invariantes  con  dichas  transformaciones. 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


4.1.  Suponga  que  fx,  y,  7.)  =  3xzy  —  y2z2.  Encuentre  V </)  ( o  grad  </>)  en  el  punto  (1,  —2,  —  1). 

Sol u  cion 

v*=(s,  +  SJ  +  5k)(3^-vr) 

=  1  s  -  -vJz5* +  J  S  ^  -  y’A  +  k  |  ^y  -  AS) 

=  6xyi  +  ( 3x 2  -  3y2z2)j  -  2v3zk 

=  6(1)( — 2)i  +  {3(1)2  -  3(— 2)2(— l)2}j  -  2( — 2)3( —  1  )k 
=  —  12i  —  9j  -  16k 


CAPITULO  4  Gradiente,  divergencia  y  rotacional 


4.2.  Suponga  que  F  y  G  son  funciones  escalares  diferenciables  de  x,  yyz.  Demuestre  que  a)  V(F  +  G)  =  VF  + 
VG  y  b)  V(FG)  =  FVG  +  GVF. 

Sol  u  cion 


a)  V(F  +  G)=  (^i  +  |;j  +  ^k)(F+G) 

=  i^(F  +  G)+j^(F+G)  +  k^(F  +  G) 
ox  dy  dz 

.dF  .3 G  .3 F  .3 G  ,  3F  ,  3G 

—  i - b  i - b  j - b  J - b  k - b  k - 

dx  dx  J  dy  J  dy  dz  dz 

.dF  .dF  dF  .3 G  .3 G  ,  3G 

—  +  +  k  — +1  — +  j  — +  k  — 

3.x  3y  dz  dx  dy  dz 


3  .3  .  d\r. 

— +j  — +  k—  F  + 
dx  Jdv  dz 


d  .3  ,3 

- b  j - b  k  — 

dx  J  dy  dz. 


G  =  VF  +  VG 


b)  V(FG)  =  +  l-kVo  =  |-(FG)i  +  |-(FG)j  +  zr  (FG)k 

\dx  dy  dz  J  ox  dy  dz 

(  8G  dF\ .  /  9G  dF\.  (  dG  „dF\ 

-(Fto  +  Gto}HF^  w)JH  to  fe) 

=  jF(^i+?j+irk)  +  G(f"i+l"j+f'k)  =FVG+GVF 

\  3x  3v  dz  J  \  to  dy  dz  ) 


4.3. 


Encuentre  V</<  si  a)  cf)  =  In  ]r|,  b)  cf>  = 


Sol  u  cion 

a)  r  =  xi  +  yj  +  zk.  Entonces  |r|  =  ^ x 2  +y2  +  z2  y  <p  =  In  |r|  =  \  In  (x2  +  y2  +  z2). 


S7cf> 


1 

2 

1 

2 

1 

2 


V  In  (x2  +  y2  +  z2) 

i-^-Mx2  +  v2  +z2)  +  j^-ln(x2  +y2  +  Z2)  +  k^-ln(x2  +y2  +  z2) 
dx  dy  dz 

2x  .  2y  2  z  _  xi  +  yj  +  zk 

/x2  +  y2  +  z2  +  *  x2  4-  y2  +  z2  +  x2  +  j2  +  z2  x2  +y2  +  z2 


r 

r2 


b)  V<f)  =  v(—  )=V 


=  i^(x2  +y2  +  z2)-1'2  +jl(x2+y2  +  z2)-1'2  +  k  Itf+f+z2)-1'2 
dx  dy  dz 

1 


^(x2  +y2  +z2)_3/,22x|  +  jj  -I(x2  +y2  +  Z2)-3/22y 


+  k 


--<x2  +  v2  +  72r3/227 


-xi  -yj-  zk  _  r 

(x2  +  y2  +  z2)3/2  r3 


Problemas  resueltos 


4.4.  Demuestre  que  Vr"  =  nr"  2r. 

Sol u  cion 

Vr"  =  v(yx2+y2+Z2)"=  V(x2  +  y2  +  z2)n/2 

=  i  £  {(x2  +  y2  +  z2)"'2}  +  j  I-  {(.x2  +  y2  +  z2T'2}  +  k  ±  {(x2  +  y2  +  z2f'2 } 
ox  dy  dz 

=  igCx2  +  y2  +  z2)"/2_1  2x)  +  jg(x2  +  y2  +  z2)"'2~l  2 y)  +  kg (x2  +  y2  +  z2)"'2~'  2z) 

=  m(x2  +  y2  +  z2)"/2-1(xi  +  yj  +  zk)  =  «(r2)"/2-1  r  =  nrtl~2r 

Observe  que  si  r  =  r  iq,  donde  ri  es  un  vector  unitario  en  la  direccion  de  r,  entonces  Vr"  =  nr"  1  ri. 


4.5. 


4.6. 


Demuestre  que  V cf>  es  un  vector  perpendicular  a  la  superficie  <])  (x,  y,  z )  =  c,  donde  c  es  una  constante. 

Sol  u  cion 


Sea  r  =  xi  +  yj  +  zk  el  vector  de  posicion  para  cualquier  punto  P(x,  y,  z)  sobre  la  superficie.  Entonces,  dr  =  dx i 
dvj  +  dzk  esta  en  el  piano  tangente  a  la  superficie  en  P. 

d(f) .  3  <f> .  3  4>t\ 

■  +  ztj  +— k! 

3y 


3  cf>  dtf>  3  cf) 

Pero  =  —  ax  +  —  ay  +  —  dz  =  0  o  bien 
3x  3y  '  3z 


(dx i  +  dyj  +  <izk)  =  0,  es  decir: 


,  3x  3v  3z 

Vf/j  •  dr  =  0,  por  lo  que  V<^>  e s  perpendicular  a  dr  y  por  tanto  tambien  a  la  superficie. 

Encuentre  una  normal  unitaria  a  la  superficie  -x2yz2  +  2xy2z  =  1  en  el  punto  P(  1,  1,  1). 

Sol u  cion 

Sea  4>  —  —icyz1  +  2xy2z.  Segun  el  problema  4.5,  V0(  1,  1,  1)  es  normal  a  la  superficie  —  x2yz2  +  2xy2z  =  1  en  el 

1,  1,  1) 

punto  P(l,  1,  1);  entonces,  ^  — j — —  bastara. 


V0  =  (— 2xyz2)i  +  (— x2z2  +  4.xyz)j  +  (— 2xzyz  +  2xy2)k. 

Entonces,  V<^>(1,  1,1)  =  3j.  |V0(1.  1,  1)|  =  |3j|  =  3[j|  =  3.  Asf,  en  el  punto  P(l,  1,1)^  =  j  es  una  normal 
unitaria  a  —  x2yz2  +  2xy2z  =  1. 

4.7.  Encuentre  una  ecuacion  para  el  piano  tangente  a  la  superficie  x2yz  —  4xyz2  =  —  6  en  el  punto  P(  1,2,  1). 

Sol  u  cion 

V(x2yz  -  4xyz2)  =  (2xyz  -  4yz2)i  +  (x2z  -  4xz2)j  +  (x2y  -  8xyz)k. 

A1  evaluar  el  gradiente  en  el  punto  Pi  1 , 2,  1)  obtenemos  — 4i  —  3j  —  14k.  Entonces,  4i  +  3j  +  14k  es  normal  a  la 
superficie  en  P.  Una  ecuacion  del  piano  con  normal  N  =  a\  +  bj  +  ck  tiene  la  forma 

ax  +  by  +  cz  =  k 

Por  lo  que  la  ecuacion  tiene  la  forma  4x  +  3y  +  14z  =  k.  A1  sustituir  P  en  la  ecuacion  obtenemos  k  =  24. 
Entonces,  la  ecuacion  requerida  es  4x  +  3y  +  14z  =  24. 

4.8.  Sean  cf>(x,  y,  z)  V  <b(x  +  Ax,  y  +  Ay,  z  +  Az)  las  temperaturas  en  dos  puntos  vecinos  Fix,  y,  z)  y  Q(x  +  Ax,  y 
+  Ay,  z  +  Az)  de  cierta  region. 


a)  Interprete  ffsicamente  la  cantidad  ^  ^  +  A-U  ^  +  Az) - <fcx,  y,  z )  dondg  ^  ^  ^  distanda 

As  As 


entre  los  puntos  P  y  Q. 
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A  cf>  dcf> 

b )  Evalue  Km  — —  =  —  y  haga  la  interpretation  fisica. 

As— >o  A  s  ds 

c)  Demuestre  que  =  V  (j)  •  — . 

ds  ds 


Solucion 

a)  Como  \cf>  es  el  cambio  de  la  temperatura  entre  los  puntos  P  y  Q,  y  As  es  la  distancia  entre  dichos  puntos,  A cf>/ 
A s  representa  la  tasa  promedio  de  cambio  de  la  temperatura  por  unidad  de  distancia  en  la  direction  de  P  a  Q. 


b )  Del  calculo  obtenemos: 

.  d<f>  .  3  (f>  .  3  4>  . 

A  9  =  Ax  +  Ay  +  zp  Az  +  infinitesimos  de  orden  mayor  que  Ax,  Ay  y  Az. 

Entonces, 

A  tf)  d<f>  Ax  d(j)  Av  d<j>  A z 

Km  — —  =  Km - —  + - —  +  —  — 

Aj->o  As  As->o  3x  As  dy  As  dz  As 


o  bien 


d(f>  3  cf>  dx  dcf>  dy  d(f>  dz 
ds  dx  ds  d  v  ds  dz  ds 


Donde  —  representa  la  tasa  de  cambio  de  la  temperatura  respecto  de  la  distancia  al  punto  P  en  la  direction 
ds 

hacia  Q.  Esta  tambien  se  denomina  la  derivada  directional  de  <p. 

d<f> .  d(p .  3 (f> 


d(f)  3  <j>dx  d  (f>dy  3  <pdz 
ds  dx  ds  +  3y  ds  +  dz  ds 


3x-  +  Wj+3^k 


(dx  dy  dz 
Ts1  +  Zsi  +  Jsk 


=  V0- 


dr 

ds 


dr  rfr 

Observe  que  como  —  es  un  vector  unitario,  V<p-  —  es  la  componente  de  V(f>  en  la  direction  de  este  vector 
unitario. 


4.9.  Demuestre  que  la  mayor  tasa  de  cambio  de  <f>,  es  decir:  la  maxima  derivada  direccional,  tiene  lugar  en  la 
direction  del  vector  Yr/>  y  tambien  tiene  su  magnitud. 

Solucion 

d<f>  dr  dr 

Segun  el  problema  4.8c),  —  =  ~^~s  es  la  proyeccion  de  W <f>  en  la  direction  de  — .  Esta  proyeccion  sera  un 


ds 


dr 


d(f>  Ur 


maximo  cuando  V0  y  ~r  tengan  la  misrna  direction.  Entonces,  el  valor  maximo  de  —  tiene  lugar  en  la  direction 
“,v  ds 

de  V<^>  y  su  magnitud  es  \Vcf>\. 

4.10.  Sea  <f>  =  x2yz  —  4 xyz2-  Encuentre  la  derivada  direccional  de  <]>  en  P(l,  3,  1)  en  la  direction  de  2i  —  j  —  2k. 


Solucion 

En  primer  lugar  se  encuentra  W(f>  =  (2 xyz  —  4yz2)i  +  (x2z  ~  4xz2)j  +  (x2y  —  8xyz)k.  Entonces,  V0(1,  3,  1)  =  —  6i 
—  3j  —  21k.  El  vector  unitario  en  la  direction  de  2i  —  j  —  2k  es 

2i  —  j  —  2k  , .  ,  .  , , 

a  =  7 . =  =  li  —  ij  —  Ik. 

\J  (2)2  +  (— l)2  +  (— 2)2 

Asi,  la  derivada  direccional  requerida  es 

V#l,  3,  1)  •  a  =  (— 6i  -  3j  -  21k)  •  (|i  -  |j  -  |k)  =  -4  +  1  +  14  =  11. 


Problemas  resueltos 


4.11.  Sea  (f>  =  x2y3z6.  a)  ^En  que  direccion  a  partir  del  punto  P(  1 .  1,  1)  la  derivada  direccional  de  <f>  es  un  maximo? 
b)  ■  Cutil  es  la  magnitud  de  este  maximo? 

Sol  u  cion 

V</>  =  V(x2y3z6)  =  2xy3z6i  +  3x2y2z6j  +  6x2y3z5k.  Entonces,  V</>(1, 1,  1)  =  2i  +  3j  +  6k.  Asi,  segun  el  problema4.9: 

a)  La  derivada  direccional  es  un  maximo  en  la  direccion  de  V</>(1,  1,  1)  =  2i  +  3j  +  6k. 

b)  La  magnitud  de  este  maximo  es  |V</>(1,  1,  1)|  =  y/{2)2  +  (3)2  +  (6)2  =  7. 

9  9  f  V6\2  /  V6\2 

4.12.  Encuentre  el  angulo  entre  las  superficies  z  =  x  +  y  y  z  =  lx - —  I  + 1  y - —  I  en  el  punto 

'VS  ^  1'  '  V  6/  V  6 


P  = 


12  ’  12  ’  12 


Solucion 

El  angulo  entre  las  superficies  en  el  punto  es  el  angulo  entre  las  normales  a  las  superficies  en  este.  Sean  <f>\  —  x2 


zy<h=  +\y--^)  ~z. 

Una  normal  a  z  —  x2  +  y2  es 


-v/6 


=  2xi  +  2yj  -  k  y  V(/>i(P)  =  ^ i  +  -  k. 

6  6 


V6 


Una  normal  a  z  —  I  x - —  + 1  y  — —  I  es 


s/6' 


V6\2. 


V6' 


V02  =  2 lx-—  i  +  2  y-—  j  -  k  y  V^(P)  =  - 


-v/6.  V6 . 


6  j  k' 


Ahora,  (V</>i(P))  ■  (V(fh{P))  =  |V</>i(P)||V(/>2(P)|  cos  6,  donde  Oes  el  angulo  requerido. 


\/6 .  V6 . 


6 


v/6 .  V6 . 


Vi  +  Vj-k  •  -Vi-Vj-k  = 


6 


V6.  ,  V6.  . 


v/6 .  V6 . 

- 1 - 1  —  k 

6  6  J 


cos  6 


11  /I  1  /I  1  2/3  1 

_6“6+1“V6  +  6+1V6  +  6+1C°S0y  C°S  473  -  2- 

Entonces,  el  angulo  agudo  es  6  =  arc  cos  60°. 

4.13.  Sea  R  la  distancia  desde  un  punto  fijo  A(a,  /;,  c)  a  cualquier  punto  P(x,  y,  z).  Demuestre  que  V/?  es  un  vector 
unitario  en  la  direccion  AP  =  R. 

Solucion 

Si  rA  y  rP  son  los  vectores  de  posicion  ai  +  bj  +  ck  y  xi  +  yj  +  zk  de  A  y  P,  respectivamente,  entonces  R  =  rP  — 
rA  =  (x  —  a)i  +  (y  —  Z?)j  +  (z  —  c)k,  de  rnodo  que  R  =  \l (x  —  a)"  +  (y  —  by  +  (z  —  c)2 .  Entonces, 

(x  -  a)i  +  (y  -  b)j  +  (z  -  c)k  R 


VR  =  V  J(x  - a)1  +  (y  -  bY  +  (z  -  c)2  = 


V(x  -  a)2  +  (v  -  b)2  +  (z  -  c)2  * 


es  un  vector  unitario  en  la  direccion  R. 


4.14.  Sea  P  cualquier  punto  sobre  una  elipse  cuyos  focos  son  los  puntos  A  y  B,  como  se  ilustra  en  la  figura  4-2. 
Demuestre  que  las  rectas  AP  y  BP  forman  angulos  iguales  con  la  tangente  a  la  elipse  en  P. 

Solucion 

Sean  Ri  =  AP  y  R2  =  BP  vectores  trazados  a  partir  de  los  focos  Ay  B,  respectivamente,  hacia  el  punto  P  de  la 
elipse,  y  sea  T  una  tangente  unitaria  a  la  elipse  en  P. 
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Como  una  elipse  es  el  lugar  geometrico  de  todos  los  puntos  P,  la  suma  de  cuyas  distancias  desde  dos  puntos 
fijos  Ay  B  es  una  constante  p ,  se  observa  que  la  ecuacion  de  la  elipse  es  Ri  +  R2  =  p. 

De  acuerdo  con  el  problema  4.5,  V(i?i  +  R2 )  es  una  normal  a  la  elipse,  por  lo  que  [V(/?i  +  P2)]  •  T  =  0  o  bien 
(VR2)  ■  T  =—(VR1)  •  T. 


Como  VR\  y  V/C  son  vectores  unitarios  en  direccion  de  Ri  y  R2,  respectivamente  (vea  el  problema  4.13),  el 
coseno  del  angulo  entre  V/?2  y  T  es  igual  al  coseno  del  angulo  entre  V A*  |  y  —  T;  por  lo  que,  los  angulos  tambien 
son  iguales. 

El  problema  tiene  una  interpretacion  frsica.  Los  rayos  de  luz  (o  las  ondas  sonoras)  que  se  originen  en  el  foco 
A,  por  ejemplo,  se  reflejaran  de  la  elipse  al  foco  B. 

Divergencia 

4.15.  Suponga  que  A  =  x2z2 i  —  2y2z2j  +  xy2zk.  Encuentre  V  •  A  (o  div  A)  en  el  punto  P(l,  —  1 ,  1). 

Sol u  cion 


V'A  =  (^i  +  +  ^kj  •  (x2 z2i  -  2y2z2j  +xy2zk) 

=  j-  (x2 z 2)  +  (-2 y2z2)  +  y  ( xy2z )  =  2xz2  -  4 yz2  +  xy2 

ox  dy  dz 

V-A(l,  -1,  1)  =  2(1)(1)2  -  4(— 1)(1)2  +  (1)(-1)2  =  7 


4.16.  Dada  </)  =  6 x3y2z.  a)  Encuentre  V  •  V  d>(  o  div  grad  <b). 

a2 


d2 


b)  Demuestre  que  V  •  \ <p  =  W2<p,  donde  V2  =  denota  el  operador  laplaciano. 

Sol u  cion 

9  3  3 

a)  V<f>  =  —  (6.rVz)i  +  —  (6.x3y2z)j  +  —  (6xVz)k  =  1 8x2y2zi  +  12x3y  zj  +  6x3y2k. 


Entonces 


V‘V<A=(ii  +  |j  +  ^k)  '  (18 *2y 2zi  +  l2x>y^  +  6.r3v2k) 

3  3  3 

=  —(18  x2y2z)  +  —  (12  x3yz)  +  —  (6x3y2)=  36xy2z  +  12x3z. 
dx  dy  dz 


_  ^  (d.  8.  d  \  (8(f>.  dtp .  8cf>, 

b)  V  •  V(f>  —  I  —  i  +  —  j  +  —  k  I  •  I  —  l  +  —  j  +  —  k 

\dx  dy  dz  /  \3x  dy  dz 

_  3  / 3 4>\  3  ^ 30^  3  ^ 3<^  82<f>  3 24>  82<fi 

\dx  J 


dx 


3y  \  3 y)  3 z 


8  /3<M  3 2<t>  3 2cf>  32<^> 
3z  \  dz  J  dx2  dy2  dz2 


8x2  3v2  8z2 


4>  =  \2<f> 


Problemas  resueltos 


4.17.  Demuestre  que  V2'  (  -  I  =  0. 


Solucion 


a2  82  a2 

+  rr^r  + 


dx2  dy2  dz2)  \^x2  +y2  +  z2 


a  .  ,  2  2  , .  =f  (x2+y2+z2)-|/2  =  -^2+y2+z2r3/2 

3-'  Wx2  +  y2  +  z2)  3x 


yV*2  +  y2  +  z2 


=  3x2(x2  +  y2  +  r)“5/2  -  (x2  +  y2  +  z2)“3/2  = 


2x2  -  y2  -  z2 
(x2  +  y2  +  z2)5/2 


De  manera  similar. 


1 


2y2  —  z2  —  x2  32  / 

y  -^1- 


1 


2z2  —  x2  —  y2 

3y2  \^x2  +  y2  +  z2/  (x2  +  y2  +  z2)5/2  J  dz2  y^/x2  +y2  +  z2)  (x2  +  y2  +  z2)5/2 

Entonces.  por  adicion, 

1 


32  a2  a2 

+  rr^r  + 


3x2  3y2  9z27  l^+yz  +  z2 


=  0. 


La  ecuacion  V20  =  0  se  llama  ecuacion  de  Laplace.  Se  concluye  que  0  =  1/r  es  una  solucion  de  dicha  ecuacion. 
4.18.  Demuestre  que  a)  V  •  (A  +  B)  =  V  •  A  +  V  •  B,  b)  V  •  (0A)  =  (V0)  •  A  +  0(V  •  A). 

Solucion 

a)  Sean  A  =  Aii  +  A2  j  +  A3k  y  B  =  +  B2  j  +  S3k. 

Entonces 

(9  9  9  \ 

— ;i  +  g^j  +  g^kj  •  [(Ai  +  fii)i  +  (A2  +  fi2)j  +  (A3  +  S3)k] 

9  9  9 

=  (A  i  +  B\)  +  —  (A2  +  B2)  +  (A3  +  B3) 

dx  dy  dz 

3 Ai  3 A2  3A3  35,  35t  853 

= - 1 - 1 - - 1 - 1 - 2 

3x  3y  dz  dx  dy  dz 

d  .  a .  a 

^dx  By1*  dz 

=  V-A  +  V-B 


=  I  I  ‘  (A|i  +  A2j  +  A3k)  +  (  — i  +  —  j  +  -k  )  •  (B,i  +  B2 j  +  S3k) 


b)  V  •  (0 A)  =  V  •  (</->A |i  +  0A;j  +  4>A2 k)  =  +  ^-(0A>)  +  ^-(<M3) 

dx  dy  3z 

d(f>  3Ai  30  3A2  30  8A3 

=  - 1~  +  4>~Z - 1"  ^“^3  + 

dx  dx  dy  dv  dz  dz 

30  90  90  ,/aAj  9A^  9A3\ 

dx  dy  dz  {  dx  dy  dz  J 

2d(f>%  90.  30 

^  dx  3y  J  +  dz 

=  (V0)  •  A  +  0(V  •  A) 


+  AAJ  +  I'  (Aii  +  A2j  +  A3k)  +  0(  —  i  +  —  j  +  —  k  )  •  (Aii  +  A2j  +  A3k) 
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4.19.  Demuestre  que  V  •  (  ,j=  0. 

Sol u  cion 

Sea  (f>  =  r~3  y  A  =  r  en  el  resultado  del  problema  4.18Z?). 

Entonces,  V  •  (r~3r)  =  (Vr~3)  •  r  +  (r~3)V  •  r 

=  —  3r~5r  •  r  +  3r~3  =  0,  eon  el  uso  del  problema  4.4. 

4.20.  Demuestre  que  V  •  (If W  -  VWU)  =  UW2V  —  W 2U. 


Solucion 


Del  problema  4.18£>),  con  <p  =  U  y  A  =  W, 

V  •  (UWV)  =  (WU)  ■  (VV)  +  U(W  ■  VV)  =  (WU)  ■  (WV)  +  UW2V 
A1  intercambiar  U  y  V  obtenemos 


Y  al  restar, 


V  •  ( VWU)  =  (VV)  •  (VLO  +  VW2U. 

W  ■  (UWV)  -  W  ■  ( VWU)  =  W  •  (UWV  -  VWU ) 

=  (WU)  ■  (WV)  +  UW2V  -  [(VV)  •  (WU)  +  VW2U ] 


=  uw2v  -  VW2U 


4.21.  Un  fluido  se  mueve  de  modo  que  su  velocidad  en  cualquier  punto  es  \(x,  y,  z).  Demuestre  que  la  perdida  de 
fluido  por  unidad  de  volumen  por  unidad  de  tiempo  en  un  pequeno  paralelepfpedo  con  centra  en  P(x,  y,  z)  y 
aristas  paralelas  a  los  ejes  coordenados  y  con  magnitudes  Ax,  Ay  y  Az,  respectivamente,  esta  dada  aproxima- 
damente  por  div  v  =  V  •  v. 


z 


Figura  4-3 


Solucion 


En  relacion  con  la  figura  4-3,  tenemos  lo  siguiente: 


componente  .r  de  la  velocidad  v  en  P 
componente  x  de  v  en  el  centro  de  la  cara  APED 

componente  x  de  v  en  el  centro  de  la  cara  GHCB 


Vl 


Vl 


1  3iq 

2  dx 


Ax,  aproximadamente, 


1  dVi 

Vi  +  ^-x’  aproximadamente. 


Problemas  resueltos  o 


Entonces:  (1)  volumen  de  fluido  que  cruza  la  cara  AFED  por  unidad  de  tiempo 
(2)  volumen  de  fluido  que  atraviesa  la  cara  GHCB  por  unidad  de  tiempo 
Perdida  de  volumen  por  unidad  de  tiempo  en  la  direccion  x  =  (2)  —  (1) 


(”'  -S4,)4-,4“ 

— AxAyAz. 
dx 


De  manera  similar,  la  perdida  de  volumen  por  unidad  de  tiempo  en  la  direccion  y 


—AxAyA  z 
dy 


perdida  de  volumen  por  unidad  de  tiempo  en  la  direccion  z  = 
Entonces,  la  perdida  total  de  volumen  por  unidad  de  volumen  por  unidad  de  tiempo 


flV3 

dz 

es: 


AxAyA  z. 


(dn 

\9x 


SV2  9vA  ,  ,  A 

—  +—  )  AxAvAz 
dy  dz ) 

AxAyA z 


div  v  =  V  •  v 


Esto  se  cumple  con  exactitud  solo  en  el  limite,  conforme  el  paralelepipedo  se  contrae  a  P,  es  decir  cuando  Ax, 
Ay  y  A z  tienden  a  cero.  Si  en  ninguna  parte  hay  perdida  de  fluido,  entonces  V  •  v  =  0.  Esta  se  denomina  ecuacion 
de  continuidad  para  un  fluido  incompresible.  Como  el  fluido  no  se  crea  ni  se  destruye  en  ningun  punto,  se  dice  que 
no  tiene  fuentes  ni  sumideros.  En  ocasiones  se  llama  solenoidal  a  un  vector,  como  v,  cuya  divergencia  sea  igual  a 
cero. 


4.22.  Determine  la  constante  a  de  modo  que  el  vector  siguiente  sea  solenoidal. 

V  =  (— 4x  —  6y  +  3z)i  +  (— 2x  +  y  —  5z)j  +  (5x  +  6y  +  nz)k 

Sol u  cion 

Un  vector  V  es  solenoidal  si  su  divergencia  es  igual  a  cero. 

9  9  9 

V  •  Y  =  —  (— ■ 4x  —  6y  +  3z)  +  —  (— 2x  +  y  —  5z)  +  —  (5*  +  6y  +  az)  =  — 4  +  1  +  a  =  — 3  +  n. 
Entonces,  V-V=— 3  +  a  =  0,  cuando  a  =  3. 


Rotacional 

4.23.  Suponga  que  A  =  x2z2 i  —  2y2z2j  +  xy2zk.  Encuentre  V  x  A  (o  rot  A)  en  el  punto  P  =  (1,  —  1,  1). 


So  I  u  cion 


V  x  A  = 


9 

9.r 

2  2 
X~Z 


J 

9 

dy 

—2y2z2 


k 

9 

9z 

xy2z 


—  (.ry-z)  -  —  (~2y2t) 
dy  dz 


9  7  9  7  ? 

—  (xy-z)  -  —  (x^zr) 
ox  dz 


U-2  yV)  +  ^(x2z2) 

ox  dy 


=  (2 xyz  +  4yz2)i  -  (y2z  -  2x2z)j 


Entonces,  V  X  A (P)  =  2i  +  j. 
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4.24.  Suponga  que  A  =  x2z2i  —  2y2z2}  +  xy2zk.  Encuentre  rot  rot  A  =  V  x  (V  X  A). 

Sol u  cion 

Segun  el  problema  anterior,  V  X  A  =  (2xyz  +  4yz2)i  —  (y2z  —  2x2z)j.  Entonces, 

V  x  (V  x  A)  =  V  x  [(2 xyz  +  4y2z)i  -  (y2z  -  2x2z)j] 


i  j  k 

9  9  9 

dx  dy  dz 

2 xyz  +  4v2z  —y2z  +  2 x2z  0 


9  9  ~  , 

L9v(°)_  gd-y z  +  2x~z^ 


■^-(0)  -  -^-(2xyz  +  4y2z) 
ox  dz 


"9  9 

(-fz  +  2 x2z)  +  —  (2xyz  +  4y2z) 
dx  dy 

=  (v2  -  2x2)i  +  (2ry  +  4y2)j  +  (2xz  ~  8yz)k. 

4.25.  Sea  A  =  Aji  +  A2  j  +  A3k,  B  =  B\ i  +  ,B2  j  +  B3k.  Demuestre  que  a)  V  X  (A  +  B)  =  V  x  A  H 
b)  V  x  ((f) A.)  =  (V </>)  x  A  +  <£(V  x  A). 


So  I  u  cion 

a) 


9  9  9 

V  x  (A  +  B)  =  (  —  i  +  +  -k  )  X  [(A!  +  Si)i  +  (A2  +  S2)j  +  (A3  +  S3)k] 


i  j  k 

9  9  9 

9x  9y  dz 

Ai+Bi  A2+B1  A3  +  B3 


■9  g 

—  (A3  +  ^3)  —  —  (A  2  +  #2) 

9y  9z 

9  9 

—  (A2  +  #2)  —  ^-(^1  +  -#i) 
dx  9y 


1(a1+b1)-|-(a3+b3) 

9z  9x 


"9A3 

9A2" 

i  + 

"9Ai 

9A3" 

j  + 

"9A2 

dA{ 

. 

9z  _ 

_  9z 

9x 

dx 

dy  _ 

"9B3 

952" 

i  + 

"95j 

953" 

j  + 

'9B2 

gsr 

.  9y 

dz  _ 

.  9z 

dx 

9x 

9y . 

=VxA+VxB 

£>)  V  x  (</>A)  =  V  x  (  </>Aii  +  <^>A2  j  +  0A3k) 


i  j  k 

9  9  9 

dx  dy  dz 

4>a  1  <M2  <M3 

|(M3)-^(M2) 


9z  ck 


j  + 


^-(<M2)-^-(«M  1) 

dx  9y 


V  x  B  y 


Problemas  resueltos 


3A3  3 4>  9A2  3 0 

(b - 1 - A3  —  (D - A? 

L  3 y  3 y  3 z  3  z 


,8 Ai  90  9A3  3 0  ' 

(b - - At  —  (p - A3 

To  1  O  1  T  o  o  J 

dz  dz  dx  dx 


j  + 


'  3A2  90  3Ai  30 

(b  — — — — A?  —  ©— - — — A  | 

ox  dx  dy  dy 


=  0 


9A3  3A2\ .  / 3A|  3A3\ .  / 3A2  aAj 

-5T--5T,+  -5r--5rJ+-5r--5Tk 


3v 

30 


dz 


deb 

A3 - A2 

L  V  8z 


dz  dx 
30 


dx  dy 


8  0 


—A2-—Ai  |k 
dx  ~  3y 


=  0(V  x  A)  + 


i  j  k 

30  3<^>  3  0 
dx  dy  9z 
A|  A2  A3 


=  0(V  x  A)  +  (V0)  x  A. 

4.26.  Suponga  que  V  x  A  =  0.  Evalue  V  •  (A  X  r). 

Sol u  cion 

Sea  A  =  A] i  +  AJ  +  A3k,  r  =  xi  +  yj  +  ^k.  Entonces, 


i  j  k 

Axr=  Ai  A2  A3 1 
x  y  z 

=  (zA2  ~  yA3)i  +  (xA3  -  zAi)j  +  CvAi  -  xA2)k 


3  d  d 

V  •  (A  x  r)  =  —  (zA2  -  yA3)  +  — (xA3  -  zAi)  +  ^-(yAi  -  xA2) 
dx  dy  dz 

3Ai  9A3  9A3  3A\  3A\  3A2 

=  z - y - b  x - z - b  y - x — 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 

=  X{^1  _av\  +  yfaAi  _  3A^  +  _Y 8A2  _  a4| 


V  dy  dz  ) 
=  [-«  +  vj  +  zk] 


9z  3x 
^3A3_3A2\. 
dy  dz 

=  r  •  (V  x  A)  =  r  •  rot  A. 

Si  V  X  A  =  0,  lo  anterior  se  reduce  a  cero. 


3x  dy 


f8A1_8A3\; 
+  V  8z  dx 


j  + 


3A2  3Ai 
3x  3y 


4.27.  Demuestre  que  a)  V  x  (V0)  =  0  (rot  grad  0  =  0),  b)  V  •  (V  x  A)  =  0  (div  rot  A  =  0). 

Sol  u  cion 


a)  V  x  (V0)  =  V  x 


30 .  3  4> .  90,  1 

—  1  +  —  1  +  —  k  = 
3x  3yJ  3z  ' 


i  j  k 

3  3  3 

3x  3y  dz 

30  30  dtp 

dx  dy  dz 


1  (a*)  _  1  ( Wj + ri  w  _i  ^ 


=  /3^0_32 
\9y3z  dzdy 


dz  \  3x 
|2 


3x  V  3z 

a2 


j  + 


l_9y  \dzj  9z  V  3y  7  J 

0V+/3!0_3!0V+/3!0_9!0V=o 

dy  J  \3z9x  9x3  z/  \3x3y  3y3x/ 


'  3  / 30\  3  / 30 

|_3x  \  3y  /  3v  \  3x  /  J 


siempre  que  aceptenros  que  0  tiene  segundas  derivadas  parciales  continuas  de  nrodo  que  el  orden  de  diferen- 
ciacion  carezca  de  importancia. 
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b)  V  •  (V  x  A)  =  V*  —  -  - 


i  j  k 

3  3  3 

dx  3 y  3 z 
Ai  A2  A3 


'(dA3_dA2 
3y  3 z 

3A3  3A2\ 


/ SA\  3A3\ .  / 3A2  i 


d x  \  dy 


dy  \  dz 


dz  \  dx 
d2A, 


_  8za3  dlA2  a2Ai  dzA3  dzA2  a2A,  _ 

dxdy  dxdz  dydz  dydx  dzdx  dzdy 

con  la  suposicion  de  que  A  tiene  segundas  derivadas  parciales  continuas. 

Observe  la  similitud  entre  los  resultados  anteriores  y  el  resultado  (C  X  Cm)  —  (C  X  C )m  =  0,  donde  m  es 
un  escalar  y  C  •  (C  x  A)  =  (C  x  C)  •  A  =  0. 


4.28.  Encuentre  rot  (r 'fir)),  donde /(r)  es  diferenciable. 

Sol u  cion 


rot(r/(r))  =  V  X  (rf(r)) 

=  V  X  (xftr)\  +  yftr)]  +  zflr)k) 

i  j  k 

3  3  3 

dx  dy  dz 

xf(r)  yf(r)  zf{r) 

(  3 f  3/\ .  /  3/  3f\  (  df  df\ 

-(£5-),iy,+l’'5-is>+V’s-*sr 


3 f  (3 f\ ( dr\  df  3 

Per°  3r  =  V3r)  (ftv)  =  3r3r 


\  ( 3 r\  df  3  /  r-z - 5 - 

U-  +y +  z )  = 

/  \obt  J  or  ox  \  / 


/.v2  +  y2  +  x2 


_  ,  ...  3/  /'v  3/  f'z 

En  forma  similar,  —  =  —  y  —  =' — . 

3y  r  3z  r 

Entonces,  el  resultado  es  =  (z^  -  +  ( xf^  -  +  (y^  -  xf-^]k  =  0. 

\  r  r  /  \  r  r  )  \  r  r  ) 

4.29.  Demuestre  que  V  x  (V  x  A)  =  —  V2A  +  V(V  •  A). 

Sol u  cion 


i  J  k 

3  3  3 

Vx(VxA)  =  Vx  —  —  — 

dx  dy  dz 

Ai  A2  A3 


=  Vx  r/3A3_3A2V+/3Ai_3A3V  /3A2_3AiX 

X  L  V  3 y  dz  J1  +  V  dz  dx  JJ+  {  dx  dy  J 


i 

j 

k 

3 

3 

3 

dx 

dy 

dz 

dA3  dA2 

3 A, 

a a3 

dA2  dA\ 

dy  dz 

dz 

dx 

dx  dy 

(d A2  _  3AA  _  3  / 3A3  _  3A3 
y  dx  dy  J  dz  \  dz  dx 


Problemas  resueltos 


■  8  /3A3 

8z  V  3 y 


a a2 

dz 

8A3 
8.x 

8 2Ai  8  2A 
8y2  dz2 

8  2A 


'  3  /3Ai 
8.x  \  8z 


__3  /3A2 
8.x  \  8.x 

8  /8A3 

8 y  V  3 v 


3Aj 

3A2\ 

3  z) 


+  - 


8z2  dx2 


J+  - 


l&Az  0-/13  .. 

\  3>’3x  dzdx)  \8z8y 


dxdy 


j  + 


82A] 

32Ai 

32AA.  / 

32A2 

8  2A2 

32A2\ 

dx2 

dy2 

'  3z2)1+( 

dx2 

dy2 

“  3z2  J' 

3 2  A,  8  2A2  82A3 
8x2  +  dydx  +  dzdx 


8x2  dy2 

32A1  32A2 

3x3 z  dydz 


j  + 


/  32A3 

82A3 

92a3\ 

\  dx2 

dy2 

dz2  ) 

32A1  32A2 


2  jgAA.  /  82A 

dxdy  +  8y2  +  8zdy /J  +  1 


1  32A2 


2  9  A3 

V  3x3 z  9y3z  3z2 


{£+l?+S(Aii+A2j+A3k) 


1 3x  \  3x  +  dy  +  3 z)  J3y  V  3x  +  dy  +  dz  J  +  3z  V  dx  +  3 v  +  dz 


=  —  V2A  +  V 


dA  1  9A2  9A3 
3x  dy  dz 


=  -V2A  + V(V- A) 


Si  se  desea,  eii  estos  y  otros  resultados  puede  abreviarse  el  trabajo  de  la  escritura  si  solo  se  anotan  las  compo- 
nentes  i,  ya  que  las  otras  pueden  obtenerse  por  simetria. 

El  resultado  tambien  se  puede  establecer  formalmente  como  sigue.  Del  problema  41a),  del  capitulo  2, 

A  x  (B  x  C)  =  B(A  •  C)  -  (A  •  B)C  (1) 

Se  hace  A  =  B  =  VyC  =  F, 

V  x  (V  x  F)  =  V(V  •  F)  -  (V  •  V)F  =  V(V  •  F)-V2F 

Observe  que  la  formula  (1 )  debe  escribirse  en  forma  tal  que  los  operadores  A  y  B  precedan  al  operando  C,  de  otro 
modo  el  formalismo  no  se  puede  aplicar. 

4.30.  Suponga  que  v  =  wxr.  Demuestre  que  to  =  2  rot  v,  donde  to  es  un  vector  constante. 

Sol u  cion 


rot  v  =  V  x  v  =  V  x  ( to  x  r)  =  V  x 


j  k 

|  0)\  (i>2  (O3  | 

x  y  z 

=  V  X  \(t02Z  -  <W3.v)i  +  (toyx  -  Wiz)j  +  (toiy  -  g^x) k] 

j  k 


1 

3  3  3 

3x  3y  dz 

(O2Z  —  co3y  W3X  —  co\z  <ui  y  —  co3x 


—  2(tO[i  +  toij  +  <w3k)  —  2  to. 


Entonces,  to  =  \  V  X  v  =  \  rot  v. 

Este  problema  indica  que  el  rotacional  de  un  eampo  vectorial  tiene  que  ver  con  las  propiedades  rotacionales 
del  campo.  Esto  se  confirmara  en  el  capitulo  6.  Por  ejemplo,  si  el  campo  F  corresponde  a  un  fluido  en  movimiento, 
entonces  una  rueda  con  paletas  colocada  en  distintos  puntos  del  campo  tendera  a  rotar  en  aquellas  regiones  en  las 
que  F  ¥=  0,  mientras  que  si  rot  F  =  0  en  cierta  region,  no  habrfa  rotacion  y  el  campo  F  se  denominarfa  irrotacional. 
Un  campo  que  no  sea  irrotacional,  en  ocasiones  recibe  el  nombre  de  campo  vortice. 
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4.31.  Suponga  que  V  •  E  =  0,  V  •  H  =  0,  V  x  E  =  — — ,  VxH  =  — .  Demuestre  que  E  y  H  satisfacen  V  w  =  ttw- 

at  at  otz 

Sol u  cion 


9H 


dt 


9  /  9E 


Vx(VxE)  =  Vx  =--(Vx  H)  =  — 


dt 


dt  V  dt 


92E 


dt2 


De  acuerdo  con  el  problema  4.29,  V  X  (V  X  E)  =  —  V2E  +  V(V  •  E)  =  —  V2E.  Entonces,  V2E  = 


En  forma  similar,  V  X  (V  X  H)  =  V  X 


=  —  (V  x  E)  =  —  (  — 
dt  '5*' 


9H 


dt  V  dt 


92H 

w 


92E 

W 


oztt 

Pero  V  X  (V  X  H)  =  -V2H  +  V(V  •  H)  =  -V2H.  Entonces,  V2H  =  — r. 

dt 2 


Las  ecuaciones  dadas  se  relacionan  con  las  ecuaciones  de  Maxwell  de  la  teoria  electromagnetica.  La  ecuacion 

d2u  d2u  ifu  d2u 
dx 2  dy2  dz2  dt2 

se  denomina  ecuacion  de  onda. 

Problemas  varios 

4.32.  Un  vector  Y  se  llama  irrotacional  si  rot  V  =  0.  a)  Encuentre  constantes  a,  by  c,  de  modo  que 
V  =  (-4.tr  —  3y  +  az)  i  +  (bx  +  3  y  +  5z)j  +  (Ax  +  cy  +  3z)k 
sea  irrotacional.  b)  Demuestre  que  Y  puede  expresarse  como  el  gradiente  de  una  funcion  escalar. 

Sol  u  cion 

a)  rot  V  =  V  X  V 


V  x  V  = 


i  j  k 

9  9  9 

9.r  dy  dz 

—Ax  —  3y  +  az  bx  +  3y  +  5z  Ax  +  cy  +  3  z 


9 

9 

9 

9 

dy 

b  +  3y  +  5z 

dz 

Ax  +  cy  +  3z 

i  — 

dx 

—Ax  —  3y  +  az 

dz 

Ax  +  cy  +  3z 

9  9 

dx  dy 

—Ax  —  3y  +  az  bx  +  3y  +  5z 

=  (c  —  5)i  —  (A  —  a) j  +  (b  +  3)k. 

Esto  es  igual  al  vector  cero  cuando  a  =  4,  b  =  —  3  y  c  =  5.  Por  tanto, 

V  =  (—Ax  —  3  y  +  4z)i  +  (— 3x  +  3  y  +  5z)j  +  (Ax  +  5y  +  3z)k. 

b)  Suponga  que  V  =  V<^>  =  —  i  +  —  j  +  —  k.  Entonces, 

dx  9,v  9z 


d(f> 

dx 

d(f> 

dy 

d(f> 

dz 


=  -Ax  -  3y  +  Az 
=  —  3x  +  3y  +  5z 
=  Ax  +  5y  +  3z 


(1) 

(2) 

(3) 


Problemas  resueltos 


A1  hacer  la  integral  parcial  de  (1)  con  respecto  de  x  mientras  se  mantiene  a  y  y  a  z  constantes,  obtenemos  lo 
siguiente: 

0  =  —  2x2  —  3xy  +  4 xz  +f(y,  z ) 

donde/(y,  z)  es  una  funcion  arbitraria  de  y  y  de  z.  En  forma  similar  obtenemos  de  (2)  y  (3): 


0  =  -3xy  +  -y2  +  5yz  +  g(x,  z) 


0  =  4 xz  +  5 yz  +  -z2  +  h(x,  y). 


(4) 

(5) 

(6) 


La  comparacion  de  (4),  (5)  y  (6)  muestra  que  habra  un  valor  comun  de  si  se  elige 

3  3  3  3 

Ky,z)  =  -y~  +  5yz  +  -z2,  g(x,  z)  =  - 2xz+4xz  +  -z  y  h(x,  y)  = -2x2  -  3xy  + -y2 


por  lo  que 


3  3 

0  =  -2r  +  -y2  +  -z2  -  3xy  +  4xz  +  5 yz 


Note  que  es  posible  sumar  cualquier  constante  a  0.  En  general,  si  V  X  V  =  0,  entonces  podemos  encontrar  0  tal 
que  V  =  V  0. 

Un  carnpo  vectorial  V,  que  se  obtenga  de  un  carnpo  escalar  0  de  manera  que  V  =  V0,  se  llama  campo  vec¬ 
torial  conservative ,  y  0  se  denomina  potencial  escalar.  A  la  inversa,  observe  que  si  V  =  V0  entonces  V  X  V  =  0 
(vea  el  problema  4.27a). 


4.33.  Demuestre  que  si  <f>  (x,  y,  z)  es  cualquier  solucion  de  la  ecuacion  de  Laplace,  entonces  V0  es  un  vector  que  es 
tanto  solenoidal  como  irrotacional. 


Solucion 

Por  hipotesis,  0  satisface  la  ecuacion  de  Laplace  V20  =  0.  es  decir,  V  •  (V0)  =  0.  Entonces,  V0  es  solenoidal  (vea 
los  problemas  4.21  y  4.22). 

Del  problema  4.27a),  V  X  (V0)  =  0,  por  lo  que  V0  tambien  es  irrotacional. 


4.34.  Diga  una  posible  definicion  de  grad  B. 


Solucion 

Suponga  que  B  =  B\\  +  B2 j  +  S3 k.  Formalmente,  definimos  grad  B  como 

VB  = 


9  9  9 

'  i  +  ttJ  +^rk  )(Sii  +  S2j  +  S3k) 


dx  dy  3 z 


3Si..  ,  3 S2..  3 B3 

= - 11  H - it  H - lk 

dx  dx  dx 

,  3Si..  ,  3B2  ..  353  ., 

+  J'  +  ^JJ  +  ^Jk 

oy  ay  ay 


.  3 B,.  OD2  OD  3 

H - ki  H - ki  H - kk 

dz  d  Z  dz 


3 B2, 


3 B3, 


Las  cantidades  ii,  ij,  etc.,  se  llaman  diadas  unitarias  (observe  que,  por  ejemplo,  ij,  no  es  lo  mismo  que  ji).  Una 
cantidad  de  la  forma 

fliiii  +  « 1 2i.j  +  a13ik  +  a2,ji  +  a22  jj  +  a23jk  +  a3]ki  +  a32kj  +  a33kk 

se  llama  diddica  y  los  coeficientes  an,  an,  ■■■  son  sus  componentes.  Un  arreglo  de  estas  nueve  componentes  en  la 
forma 


flu 

fli2 

fl!3 

a2i 

nil 

fl2  3 

a3i 

c>32 

a33 
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se  llama  matriz  de  3  por  3.  Una  diadica  es  una  generalization  de  un  vector.  Una  mayor  generalization  conduce  a 
las  triddicas,  que  son  cantidades  que  consisten  en  27  terminos  de  la  forma  amiii  +  a 21  'jii  +  . . .  .  Un  estudio  de  la 
forma  en  que  las  componentes  de  una  diadica  o  triadica  se  transforman  de  un  sistema  de  coordenadas  a  otro  lleva 
al  andlisis  tensorial,  que  se  aborda  en  el  capitulo  8. 

4.35.  Sea  A  un  vector  definido  por  A  =  ,4  |i  +  An]  +  Ask,  y  una  diadica  <l>  por 

=  £/ 1 1  ii  +  a  12  ij  +  «i3ik  +  a2ji  +  a22jj  +  a23jk  +  a31ki  +  a32kj  +  a33kk 
De  una  posible  definition  de  A  •  «l>. 

Sol u  cion 

Formalmente,  si  se  supone  que  se  curnple  la  ley  distributiva, 

A  •  <I>  =  (Ad  +  A2  j  +  A3k)  •  4>  =  AJ  •  <f>  +  A2  j  •  <I>  +  A3k  •  <& 

Por  ejemplo,  considere  i  •  <I>.  Este  producto  se  forma  haciendo  el  producto  punto  de  i  con  cada  termino  de  <I>  y 
sumando  los  resultados.  Ejemplos  comunes  son  i  •  i  •  zr  1 2  >  j  -  i  '  a2  iji,  i  •  a32kj,  etc.  Si  se  da  significado  a  estos 
del  modo  siguiente: 

i  •  fluii  =  «i i(i  •  i)i  =  aid,  ya  que  i  •  i  =  1 
i  •  a12ij  =  a12(i  •  i)j  =  a12j,  ya  que  i  •  i  =  1 
i  •  «2iji  =  a21(i  •  j)i  =  0,  ya  que  i  •  j  =  0 
i  •  a32kj  =  a32(i  •  k)j  =  0,  ya  que  i  •  k  =  0 

y  se  da  una  interpretation  analoga  a  los  terminos  de  j  •  <I>  y  k  •  <I>,  entonces 

A  •  =  Adaid  +  a12  j  +  a13k)  +  A2(a21i  +  a22 j  +  a23k)  +  A3(a3d  +  a32j  +  033k) 

=  (AiOn  +  A2a2i  +  A3a3i)i  +  {A\an  +  A2a22  +  A3a32)j  +  (Ai«i3  +  A?a23  +  A3a33)k 
el  cual  es  un  vector. 

4.36.  a)  Interprete  el  sfmbolo  A  •  V.  b)  Diga  un  posible  significado  de  (A  •  V)B.  c)  (:,Es  posible  escribir  este  como 
A  - VB,  sin  ambigtiedad? 


So  I  u  cion 


a)  Sea  A  =  Ad  +  A 2j  +  A3k.  Entonces,  formalmente, 


A  •  V  =  (Ad  +  A2  j  +  A3k)  • 


9  .  9  .  9, 

to1  +  ^J  +  fek 


9  9 

=  Ai  —  +  A2  —  +  A3 
dr  ay 


9 

dz 


es  un  operador.  Por  ejemplo, 


(A-  V)0  —  I  Ai  —  +  A2  —  +  A3  —  </>  —  Ai  —  +  A2  —  +  A 


dx 


dy 


dz 


dcf)  d(f> 


dx 


dy 


90 

'  dz 


Note  que  esto  es  lo  mismo  que  A  •  V0. 

b)  Formalmente,  con  el  uso  del  resultado  del  inciso  a),  con  0  reemplazada  por  B  =  £d  +  Bn, j  +  fi3k. 


(A-  V)B  —  I  Ai  —  +  A2  —  +  A3  —  B  —  Ai  —  +  An— -  +  A3  — 


dx 

8B, 


dy 


dz 


9B 


9B 


9B 


9.r 


dy 


dz 


,  — ,  dB  1  95 1 

=  (  Ai  — - 1-  An  — — I-  A3^— 

dr  dy  dz 


9 Bn  dBn  dBn\. 

!+  I  Al  —  +  A2  —  +  A3— 
dr  dy  dz 


+  lAAA,mt 

dx  dy  dz 


Problemas  resueltos 


c)  Utilice  la  interpretacion  de  VB  como  en  el  problema  4.34.  Entonces,  de  acuerdo  con  la  simbologfa  establecida 
en  el  problema  4.35, 

A  •  VB—  (Aii  4-  A  2  j  +  A3k)  •  VB  —  Aji  *  VB  4-  A2j  *  VB  4-  A3k  •  VB 

( dB i  .  3 B2  3 B3  \  f  dB i  .  3B2  .  3fi3  \  /3B,  .  3B2  .  3 B3 

1  \  3x  dx '  dx  J  V  3y  3 y  3  v  J  V  3z  3  z  dz 


lo  que  da  el  mismo  resultado  que  el  del  inciso  b).  Se  concluye  que  (A  •  V)B  =  A  •  VB,  sin  ambigiiedad,  siem- 
pre  que  se  introduzca  el  concepto  de  diadica  con  las  propiedades  mencionadas. 

4.37.  Suponga  que  A  =  2yd  —  x2yj  +  xz2 k,  B  =  x\  +  yzj  —  xyk  y  <f>=  2 x2yz3.  Encuentre  a)  (A  •  V )<[>,  b)  A  •  V <p, 
c)  (B  •  V)A,  d)  (A  X  V)(fry'e)  A  x  V</>. 

Sol  u  cion 

a)  (A  •  V)<^>  = 


(2yd  -  x2yj  +  xz2k)  •  ( -  i  +  -  j  +  -  k 


dx  dy 


<t> 


(  3  o  d  o  d\  33 

=  (  2yz  —  -  x2y  —4 -  xz2  —  1  ( IxTyz  ) 

=  2yz  ^  (2xzyz3  )  -  x2y  ^  (2 x2yz3  )  4-  xz2  ^  (2  x2yz3 ) 
ox  ay  dz 

=  (2vz)(4xyz3)  -  (x2y)(2x2z3)  +  (xz2)(6x2yz2) 

=  8xy2z4  -  2x4yz3  +  6 x3yz4 

2  3 4> .  d<f> .  30 


b)  A  •  V</>  =  (2yzi  —  x~yj  4-  xz  k) 1 


+  - 


v  3x  3y  3z 
=  (2yzi  -  x2yj  4-  xz2k)  •  (4xyz3i  4-  2x2z3j  4-  6x2yz2k) 

=  8xv2z4  -  2x4yz3  +  6x3yz4 

La  comparacion  con  el  inciso  a)  ilustra  el  resultado  (A  •  V)0  =  A  •  Wcf>. 


c)  (B  •  V)A  = 


9  3  9 

(xzi  +  yzj  -  xyk)-  (  — i  +  — j  +  — k 
3x  3y  dz 


,  3  3  3  \  t  3 A  3A  3A 

-'■"z-  +  yzz--AVz-  A  =  x-  — +  yz—  -xv  — 
dx  dy  dz )  dx  dy  dz 


=  x2(-2xyj  4-  z2k)  4-  yz(2zi  -  x2j)  -  xy(2yi  4-  2xzk) 

=  (2vz2  -  2xy2)i  4-  (2x3y  4-  x2yz) j  +  (x2z2  -  2ryz)k 
Para  ver  una  comparacion  de  este  resultado  con  B  •  VA,  consulte  el  problema  4.36c). 


d)  (A  X  V)</>  = 


9  9  9 

(2yzi  -  x2yj  +  xz2k)  x  (  —  i  +  —  j  +  —  k 
9x  ay  dz 


2 yz  —x~y  xv 


3  3 

3x  3v 


3 

dz 


<t> 


2  9  2  ■  (  2  3  „  3\  .  3  2  3 

'•  s)  +Jr  +krs+"i 


3y. 

,2  30  2  3<A .  /  2  30  .  9<A .  3 4>  2  9<A . 

*  -i  * » * +^^j' + Y  s  -  2«  * Jj  +  (2>- ^ 


=  -2uV.-  +  It  -  'ii  +  i  lA  .r  -  I  ft  ;,  -ij  +  !  Irv-  +  UV:)k 
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9  9  / d(b  d (b  d (b  \ 

e)  A  x  V0  =  (2yd  -  x2yj  +  xz2k)  x  l^i  +  ./j  +  —  kj 


j 

k 

— x2y 

*z2 

30 

30 

3y 

dz 

30 

2  30 

dy 

3 z 

,  3  0 


90\. 


dx 


dz 


+  [xzr—~  2yz—  j  +  2yz  —  +  x  y 


30 


9 y 


30 

dx 


=  -(6 ffr  +  2x3z5)i  +  (4jryr  -  12x~y"z3)j  +  (4x2yz4  +  4x3y2z3)k 
La  comparacion  con  el  resultado  del  inciso  d)  ilustra  el  resultado  (A  X  V)0  =  A  X  V0. 


Invariancia 

4.38.  Dos  sistemas  de  coordenadas  rectangulares  xyz  y  x'y'z'  que  tienen  el  mismo  origen,  se  giran  uno  con  respecto 
del  otro.  Obtenga  las  ecuaciones  de  transformacion  entre  las  coordenadas  de  un  punto  en  los  dos  sistemas. 

Sol  u  cion 

Sean  ryr'  los  vectores  de  posicion  de  cualquier  punto  P  en  los  dos  sistemas  (consulte  la  figura  4-1,  en  la  pagina 
72).  Entonces,  como  r  =  r', 


x'V  +  y'j'  +  z'k'  =  xi  +  yj  +  zk  (j) 

Ahora,  para  cualquier  vector  A,  tenemos  lo  siguiente  (vea  el  problema  4.20  del  capftulo  2), 

A  =  (Ai')i'  +  (Aj')j'  +  (Ak')k' 

Asi,  si  se  hace  A  =  i,  j  y  k  en  sucesion, 

'  i  =  (i-  i')i'  +  (i-  j  ) j  +  (i-  k')k'  =  Ini'  +  ha  +  /3ik' 

■  j  =  (j- +  (j‘  j,)j/  +  (j- k')k'  =  Ini'  +  Ini'  +  /32k'  (2) 

k  =  (k-  i')i'  +  (k-  j  ) j  +  (k-  k')k'  =  /13i'  +  hi  j'  +  /33  k' 

A1  sustituir  las  ecuaciones  (2)  en  (1)  e  igualar  los  coeficientes  de  i',  j'  y  k',  se  encuentra  que: 

x’  =  in*  +  /i2y  +  Z13Z,  /  =  lux  +  Ivy  +  hsz  y  z!  =  h\x  +  Z32y  +  I33Z  (3) 

que  son  las  ecuaciones  de  transformacion  pedidas. 

4.39.  Demuestre  que: 

i  =  Zni  +  /12  j  +  /13k 
j'  =  h\i  +  h  2  j  +  /23k 
k'  =  /31i  +  /32  j  +  /33k 

Sol u  cion 

Para  cualquier  vector  A  tenemos  que  A  =  (A  •  i)i  +  (A  •  j)j  +  (A  •  k)k. 

Entonces,  si  A  =  i',  j'  y  k',  en  sucesion, 

i  =  (i' •  i)i  +  (i' ■  j)j  +  (i'*  k)k  =  /ni  4-  Zi2  j  +  /13k 
j  =  ( j/’  i)i  +  ( j  ‘  j)j  +  (j^  k)k  =  /2i i  +  Z22  j  +  Z23 k 
k'  =  (k'-  i)i  +  (k  -  j)j  +  (k'-  k)k  =  Z31i  +  Z32  j  +  Z33k 


Problemas  complementarios 


4.40. 


4.41. 


4.42. 

4.43. 

4.44. 

4.45. 

4.46. 

4.47. 

4.48. 

4.49. 


Demuestre  que  ^3=1  ipmlpn  —  1.  si  m  =  n,  y  0  si  m  A  n,  donde  m  y  n  pueden  adoptar  cualquiera  de  los  va- 
lores  1,  2  o  3. 

Sol u  cion 

De  la  ecuacion  (2)  del  problema  4.38, 

i *  i  =  1  =  (/lii7  +  hij'  +  hik')’  Uni'  +  hij'  +  h\^)  =  in  +  ^ l  +  ^31 

i*  j  =  0  =  (Zni'  +  l2  ij'  +  ihi^  +  hij'  +  hi  k7)  =  ^11^12  +  hi  hi  +  hihi 

i-  k  =  0  =  (Zni'  +  hij'  +  i3ik  )‘  {hiii  +  hij!  +  fek7)  =  hil\3  +  hihi  +  hihi 

Esto  establece  el  resultado  requerido,  donde  m  =  1.  Si  se  considera  j  •  i,  j  •  j,  j  •  k,  k  •  i,  k  •  j  y  k  •  k,  el  resultado 

puede  demostrarse  para  m  =  2ym  =  3. 

A1  escribir 

3 

„  _|l  si  m  =  n  el  resultado  puede  escribirse  como  )  lpmlpn  =  Sm„. 

Omn  —  r\  •  /  , 

U  sim  U  P=l 

El  sfmbolo  Smn  se  llama  delta  de  Kronecker. 

Suponga  que  cp(x,  y,  z)  es  un  invariante  escalar  con  respecto  a  una  rotacion  de  ejes.  Demuestre  que  grad  cp  es 
un  invariante  vectorial  con  dicha  transformacion. 


So  I  u  cion 

Por  hipotesis,  cp(x,  y,  z) 


cp'(x',  y’ ,  z').  Para  establecer  el  resultado  deseado,  debe  demostrarse  que 


90  90  M>k  =  Mp 

3.r  dy  3  z  dx' 


Con  el  empleo  de  la  regia  de  la  cadena  y  las  ecuaciones  de  transformacion  (3)  del  problema  4.38,  tenemos  que: 

3 <f>  dcp'  dxJ  3 cp'  3 V  d<l)  dz!  dtp'  dtp'  dtp' 

dx  dx'  dx  3v'  dx  dz'  dx  dx'  11  3y'  21  3 z'  31 

3 (p  d(p'  dx'  d(p'  3v'  3 cp'  dz!  d<p'  dcp’  d(p' 

—  — - 1 - 1 - —  — / 1 7  -\ - /09  H - I'll 

dy  dx'  dy  dy'  dy  dz'  dy  dx'  dy'  dz' 

3 (p  dcp'  dx'  dcp'  dy'  dcp'  dz'  dcp'  dcp'  dcp' 

—  = - 1 - 1 - — - /13  H - li'i  H - In 

dz  dx'  dz  dy'  dz  dz'  dz  dx'  dy'  dz' 

A1  multiplicar  estas  ecuaciones  por  i,  j  y  k,  respectivamente,  y  sumarlas,  y  con  el  uso  del  problema  4.39,  se  llega 
al  resultado  requerido. 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


Suponga  que  cp  —  2 xz4  ~  x2y.  Encuentre  Vcp  y  Vr/>|  en  el  punto  (2,  —2,  —  1). 

Suponga  que  A  =  2;c2i  —  3yy  +  xz2  k  y  cp  =  2z  —  x3y.  Encuentre  A  •  V<^>  y  A  X  V<^>  en  el  punto  (1,  —  1,  1). 
Suponga  que  F  =  x1z  +  ey^xy  G  =  2z2y  —  xy2.  Determine  a)  V(F  +  G)  y  b)  V(FG)  en  el  punto  (1,  0,  —2). 
Encuentre  V|rj3. 

f'(r) r 

Demuestre  que  V/(r)  = - . 

r 

Evalue  V  (  3r2  —  4J7-  +  _ 

\  y>- 

Sea  Vf/  =  2r4r.  Encuentre  U. 

Determine  cp{r)  tal  que  V cp  —  r/r5  y  cp(l)  =  0. 
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4.50. 

4.51. 

4.52. 

4.53. 

4.54. 


4.55. 

4.56. 

4.57. 

4.58. 

4.59. 

4.60. 

4.61. 

4.62. 

4.63. 

4.64. 

4.65. 

4.66. 

4.67. 

4.68. 


4.69. 


4.70. 


Encuentre  V */>,  donde  if  =  C*2  +  y2  +  z2)e~^x2+y2+z2 . 

Sea  yj cf)  =  2xyz3i  +  x2z3 j  +  3x2yz2 k.  Encuentre  <f>(x,  y,  z)  si  —  2,  2)  =  4. 

Suponga  que  Vif/  =  ( y2  -  2xyz3)i  +  (3  +  2xy  —  x2z3) j  +  (6z3  —  3x2yz2)k.  Determine  i/j. 

Sea  U  una  funcion  diferenciable  de  x,  y  y  z.  Demuestre  que  V U  ■  dr  =  d\J. 

Suponga  que  F  es  una  funcion  diferenciable  de  x,y,z  y  t,  donde  x,  y  y  z,  son  funciones  diferenciables  de  t.  Demues¬ 
tre  que 


dF  3  F  dr 

—  = - f  VF-  — 

dt  3 1  dt 


Sea  A  un  vector  constante.  Demuestre  que  V(r  •  A)  =  A. 

Suponga  que  A(x,  y,  z)  =  Aii  +  A2j  +  A3k.  Demuestre  que  dA  =  (VAi  •  rfr)i  +  (VA2  •  dr)j  +  (VA3  •  r/r)k. 


Pruebe  que  V 


GVF  -  FVG 
G2 


,  si  G  +  0. 


Encuentre  un  vector  unitario  que  sea  perpendicular  a  la  superficie  del  paraboloide  de  revolution  z  =  x2  +  y2  en  el 
punto  (1.2,  5). 

Determine  la  normal  unitaria  trazada  hacia  fuera  de  la  superficie  (x  —  l  )2  +  y2  +  (z  +  2)2  =  9  en  el  punto 
(3,  1,  -4). 


Encuentre  una  ecuacion  para  el  piano  tangente  a  la  superficie  xz2  +  x2y  =  z  —  1  en  el  punto  (1,  —3,  2). 

Encuentre  ecuaciones  para  el  piano  tangente  y  la  recta  normal  a  la  superficie  z  =  x2  +  y2  en  el  punto  (2,  —  1,  5). 

Encuentre  la  derivada  directional  de  <f>  =  4xz3  —  3 x2y2z  en  (2,  —  1.  2)  en  la  direction  2i  —  3j  +  6k. 

Encuentre  la  derivada  directional  de  P  =  4e2x~y  +  z  en  el  punto  (1,  1,  —  1)  en  direction  hacia  el  punto  (—3,  5,  6). 

^En  que  direction  desde  el  punto  (1,  3,  2)  es  un  maximo  la  derivada  directional  de  (f>  —  2 xz  ~  y2?  <jCual  es  la 
magnitud  de  este  maximo? 

Encuentre  los  valores  de  las  constantes  a,byc,  de  modo  que  la  derivada  directional  de  <p=  axy2  +  byz  +  cz2x3  en 
(1,2,  —  1)  tenga  un  maximo  de  magnitud  64  en  una  direction  paralela  al  eje  z. 

Encuentre  el  angulo  agudo  entre  las  superficies  xy2z  =  3x  +  z2  y  3x2  —  y2  +  2z  =  1  en  el  punto  (1,  —2,  1). 

Encuentre  las  constantes  a,  b  y  c  de  modo  que  la  superficie  ax2  —  byz  =  (a  +  2)x  sea  ortogonal  a  la  superficie 
4x2y  +  z3  =  4  en  el  punto  (1,  —1,2). 

a)  Sean  «yv  funciones  diferenciables  de  x,  y  y  z.  Demuestre  que  una  condition  necesaria  y  suficiente  para  que 
u  y  v  se  relacionen  funcionalmente  por  medio  de  la  ecuacion  F(u,  v)  =  0  es  que  Vn  X  Vv  =  0 

x  +  v 

b)  Determine  si  u  —  arc  tan  x  +  arc  tan  y  y  v  = - —  estan  relacionadas  funcionalmente. 

1  —  xy 

a)  Demuestre  que  Vu  •  Vv  X  Vw  =  0  es  una  condition  necesaria  y  suficiente  para  que  u(x,  y,  z),  v(x,  y,  z)  y  w(x, 
y,  z)  esten  relacionadas  funcionalmente  por  medio  de  la  ecuacion  F(u,  v,  vv)  =  0. 

b)  Exprese  Vu  •  Vv  X  Vw  en  forma  de  determinante.  Este  determinante  se  llama  jacobiano  de  u,vyw  con  respec- 

.  ..  3 (m,  v,  vv)  / m,  v,  vv 

to  de  x,  y  y  z,  que  se  escribe  corno - o  J  - 

3(x,  y,  z)  \  x,  >’,  z 

c)  Determine  si  u  =  x  +  y  +  z,  v  —  x2  +  y2  +  z2  y  w  =  xy  +  yz  +  zx  estan  relacionadas  funcionalmente. 

Sean  A  =  3xyz2i  +  2xy3j  —  x2yzk  y  <f>  =  3x2  —  yz.  En  el  punto  (1,  —  1,  1),  calcule  a)  V  •  A,  b)  A  •  V<f>, 
c)  V  •  ( 4>A )  y  d)  V  •  ( Vcf> ),. 


4.71. 


Evalue  div(2x2zi  —  xy2z  j  +  3yz2k). 


Problemas  complementarios 

4.72.  Sea  </>  =  3x2z  ~  y2z3  +  4x3y  +  2x  —  3y  —  5.  Encuentre  V2</>. 

4.73.  Evalue  V2(ln  r). 

4.74.  Demuestre  V2r"  =  n(n  +  1  )r"~2,  donde  n  es  una  constante. 

4.75.  Sea  F  =  (3x2y  —  z)i  +  (xz3  +  y4)j  —  2x3z2k.  Determine  V(V  •  F)  en  el  punto  (2,  —  1,  0). 

4.76.  Suponga  que  oj  es  un  vector  constante  y  que  v  =  to  x  r.  Pmebe  que  div  v  =  0. 

4.77.  Demuestre  que  V2((fnf/)  =  (f>W2if/  +  2W<p  •  Vi/f  +if/V2(f). 

4.78.  Sean  U  —  3x2y  y  V  =  xz2  ~  2 y.  Evalue  grad[(grad  U)  •  (grad  V)]. 

4.79.  Evalue  V  •  (r3r). 

4.80.  Evalue  V  •  [rV(l/r3)]. 

4.81.  Evalue  V2[V  •  (r/r2)]. 

4.82.  Si  A  =  r/r,  encuentre  grad  div  A. 

4.83.  a)  Pruebc  que  V2/'(r)  =  ,  {  +  .  b)  Encuentre /(r)  tal  que  V2/(r)  =  0. 

dr-  r  dr 

4.84.  Demuestre  que  el  vector  A  =  3y4z2i  +  4x3z2j  —  3x2y2k  es  solenoidal. 

4.85.  Pruebe  que  A  =  (2x2  +  8xy2z)i  +  (3x3y  —  3xv)j  —  (4y2z2  +  2x3z)k  no  es  solenoidal.  pero  B  =  xyz2 A  si  lo  es. 

4.86.  Encuentre  la  funcion  diferenciable  mas  general  fir)  de  modo  que/(r)r  sea  solenoidal. 

— xi  —  yj 

4.87.  Demuestre  que  el  campo  vectorial  V  =  es  un  “campo  sumidero”.  Graflquelo  y  haga  una  interpretacion 

y/x2  +y2 

fisica. 

4.88.  Suponga  que  U  y  V  son  carnpos  escalares  diferenciables.  Demuestre  que  Vt/X  W  es  solenoidal. 

4.89.  Sean  A  =  2xz:i  —  yz  j  +  3xz3k  y  <f>  =  x2yz.  En  el  punto  (1,  1,  1),  encuentre  lo  siguiente: 

a)  V  X  A,  b)  rot  (</>A),  c)  V  X  (V  X  A),  d)  V[A  •  rotA]  y  e)  rot  grad  (</>A). 

4.90.  Sea  F  =  x2yz,  G  =  xy  -  3 z2.  Encuentre  a)  V[(VF)  •  (VG)],  b)  V  •  \(VF)  X  (VG)]  y  c)  V  X  |(VF)  X  (VG)]. 

4.91.  Evalue  V  X  (r/r2). 

4.92.  ^Para  que  valor  de  la  constante  a  el  vector  A  =  (axy  —  z3)i  +  (a  —  2)x2j  +  (1  —  a)xz2 k  tendra  su  rotacional  igual 
a  cero? 

4.93.  Demuestre  que  rot(0  grad  (/>)  =  0. 

4.94.  Grafique  los  carnpos  vectoriales  A  =  xi  +  yj  y  B  =  yi  —  xj.  Calcule  la  divergencia  y  el  rotacional  de  cada  campo 
vectorial  y  explique  el  significado  fisico  de  los  resultados  obtenidos. 

4.95.  Dadas  A  =  x2zi  +  yz3j  —  3xyk,  B  =  y2i  —  yz  j  +  2xk  y  <f>  =  2x2  +  yz.  Calcule 

a)  A  •  (V0),  b)  (A  •  c)  (A  •  V)B.  d)  B(A  •  V)  y  e)  (V  •  A)B. 

4.96.  Suponga  que  A  =  yz2i  —  3xz2j  +  2xyzk,  B  =  3xi  +  4zj  —  xyk,  y  <f)  =  xyz.  Encuentre  a)  A  X  ( V  r/> ) ,  b)  (A  X  V)c/x 
c)  (V  X  A)  X  B  y  d )  B  •  V  —A. 

4.97.  Dadas  A  =  xz2i  +  2yj  —  3xzk  v  B  =  3xzi  +  2vzj  —  z2k.  Encuentre  A  X  (V  X  B)  y  (A  X  V)  X  B  en  el  punto 
(1,-1,  2). 

4.98.  Pruebe  que  (v  •  V)v  =  ^Vv2  —  v  x  (V  x  v). 

4.99.  Demuestre  que  V  •  (A  X  B)  =  B  •  (V  X  A)  X  A  •  (V  X  B). 
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4.100.  Pruebe  que  V  X  (A  x  B)  =  (B  •  V)A  —  B(V  •  A)  —  (A  •  V)B  +  A(V  •  B). 

4.101.  Demuestre  que  V(A  •  B)  =  (B  •  V)A  +  (A  •  V)B  +  B  X  (V  X  A)  +  A  X  (V  X  B). 

4.102.  Demuestre  que  A  =  (6xy  +  z3)i  +  (3x2  —  z)j  +  (3 xz2  ~  y)k  es  irrotacional.  Determine  0  de  modo  que  A  =  V0. 

4.103.  Pruebe  que  E  =  r/r2  es  irrotacional.  Determine  0  tal  que  E  =  —  V0  y  tal  que  0(a)  =  0,  donde  a  >  0. 

4.104.  Suponga  que  A  y  B  son  irrotacionales.  Demuestre  que  A  X  B  es  solenoidal. 

4.105.  Suponga  que/(r)  es  diferenciable.  Demuestre  que/(r)r  es  irrotacional. 

4.106.  ^Hay  alguna  funcion  vectorial  diferenciable  tal  que  a)  rot  V  =  r,  b)  rot  V  =  2i  +  j  +  3k?  Si  asf  fuera,  encuen- 
tre  V. 


4.107.  Demuestre  que  las  soluciones  de  las  ecuaciones  de  Maxwell 

V*  H  =  0  y  V*  E  =  477p 


v,  T.  1 3E 

V  x  H  = - . 

c  3 1 


„  „  13H 

V  x  E  = - , 

c  3 1 


donde  p  es  una  funcion  de  x,  y  y  z,  y  c  es  la  velocidad  de  la  luz,  que  se  supone  constante,  estan  dadas  por 

1  3A 

E  =  —  V0 - ,  H  =  V  x  A 

c  3 1 


donde  Ay  0,  que  reciben  los  nombres  de  potential  vectorial  y  potential  escalar ,  respectivamente,  satisfacen  las 
ecuaciones 


v-a  +  ^  =  o. 


9 ,  i  a20 


2 .  1  32A 

VA  = - 

c2  3 12 


(1) 

(2) 

(3) 


4.108.  a)  Dada  la  dlada  <1>  =  ii  +  jj  +  kk,  evalue  r  ■  (4>  •  r)  y  (r  •  •  r.  b)  ^Hay  alguna  ambigiiedad  al  escribir 

r  •  <J>  •  r?  c)  ^Que  representa  geometricamente  r  •  <0  •  r  =  1? 


4.109. 


a)  Suponga  que  A  =  xzi  ~  y2j  +  yz2 k  y  B  =  2z2i  —  xyj  +  y3k.  Diga  un  posible  significado  de  (A  X  V)B  en  el 
punto  (1.  —1,  1). 

b)  ^Es  posible  escribir  el  resultado  corno  (A  X  VB)  con  el  uso  de  dfadas? 


4.110.  Demuestre  que  0(x,  y,  z)  =  x2  +  y2  +  z2  es  un  invariante  escalar  con  una  rotacion  de  ejes. 


4.111.  Sea  A(jc,  y,  z)  un  campo  vectorial  diferenciable  invariante  con  respecto  de  una  rotacion  de  ejes.  Demuestre  que 
a)  div  Ay  b)  rot  A,  son  campos  escalar  y  vectorial  invariantes,  respectivamente. 

4.112.  Resuelva  las  ecuaciones  (3)  del  problema  resuelto  4.38,  para  x,  y  y  z,  en  terminos  de  x' ,  y'  y  z! . 


4.113.  Suponga  que  A  y  B  son  invariantes  en  una  rotacion.  Demuestre  que  A  •  B  y  A  X  B  tambien  son  invariantes. 


4.114.  Demuestre  que  con  una  rotacion 


V  = 


.3  .3  ,3 

i - h  j - h  k  — 

dx  J  3v  3 z 


.,3  .,3  ,, 

—  i - j-  j - h  k 

dx'  dv' 


4.115.  Demuestre  que  el  operador  laplaciano  es  invariante  con  una  rotacion. 

4.116.  Suponga  que  A  =  x2z2i  —  2y2z2j  +  xy2zk,  B  =  x2i  +  yzj  —  xyk  y  0  =  2x2yz3.  Encuentre: 

a)  (A  •  V)0,  i>)A-V0,  c)  (B  •  V)0,  J)(AxV)0  y  e)  A  xV0. 


4.117.  Pruebe  que  a)  V  X  (A  +  B)  =  V  X  A+V  X  B  y  b)  V  X  (0 A)  =  (V0)  X  A  +0(V  X  A). 


RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


4.42. 

lOi  —  4j  -  16k,  2V93 

4.64. 

En  la  direccion  de  4i  —  6j  +  2k,  2  Vl4 

4.43. 

5,  7i  —  j  —  Ilk 

4.65. 

a  =  6,  fc  =  24yc  =  —8 

4.44. 

a)  — 4i  +  9j  +  k,  b)  —  8j 

4.66. 

3  y/6  . 

arc  cos — _ _  _ _  =  arc  cos —  =  79  55 

\JU\JT\  14 

4.45. 

3rr 

4.67. 

a  =  5/2  y  b  =  1 

4.47. 

(6  -  2r3'2  -  2r~7/3)r 

4.68. 

b)  Si  (v  =  tan  u) 

4.48. 

r6/3  +  constante 

4.49. 

(2  —  r)e  rr 


4>  =  x2yzi  +  20 

(o  =  xy 2  —  x2yz 3  +  3y  +  (3/2)z4  +  constante 
(2i  +  4j  -  k)/±  V2l 
(2i  +  j  —  2k)/3 
2x  —  y  —  3z  +  1 

/I  o  z  x~ 2  -v  +  1  2-5 

4,-2y-z  =  5,—  =  —=  — 
o  x  =  4t  +  2,  y  =  — 2r  —  1,  z  =  —  t  +  5 


4.69.  b) 


du 

du 

du 

dx 

fly 

dz 

b) 

fly 

fly 

fly 

flx 

fly 

3z 

dw 

dw 

dw 

dx 

fly 

dz 

a) 

4,  b) 

-15 

c)  1 

c )  Si  ( u 2  —  v  —  2w  =  0) 


4.71.  4 xz  ~  2xyz  +  6y2z 

4.72.  6z  +  24xy  —  2 z3  -  6y2z 

4.73.  1/r2 

4.75.  — 6i  +  24j  —  32k 

4.78.  (6yz2  —  12x)i  +  6xz2j  +  12xvzk 

4.79.  6  r3 

4.80.  3r  4 


376/7 

-20/9 

2r-4  4.82.  -2r~3r 

f(r)  =  A  +B/r ,  donde  Ay  B  son  constantes  arbitrarias. 
f(r)  =  C/r3,  donde  C  es  una  constante  arbitraria. 
a)  i  +  j,  Z>)  5i  —  3j  —  4k,  c)  5i  +  3k,  d)  2i  +  j  +  8k  y  e)  0 

a )  (2y2z  +  3;rz  —  12xvz)i  +  (4xyz  —  6x2z)j  +  (2xy2  +  x3  —  6x2y)k 

b )  0 

c)  (x2z  -  24.xyz)i  —  (12x2z  +  2xyz)j  +  (2xy2  +  12yz2  +  x3)k 

0  4.92.  a  =  4 

a)  4x3z  +  yz4  -  3xy2 

b)  4x3z  +  yz4  —  3xy2  (igual  que  el  inciso  a)) 

c)  2yVi  +  (3xy2  -  yz4)j  +  2x2zk 

d)  el  operador  (x2y2zi  —  .i^yz^  +  2x3zk)  f  +  ( y3z3i  —  y2z4j  +  2xyz3k)  +  (-3.xy3i  +  3xy2z  j  -  6x2i’k)  — 

ox  '  dy  '  dz 

e)  (2xy2z  +  yV)i  -  (2xyz2  +  yz4)j  +  (4.rz  +  2xz3)k 


CAPITULO  4  Gradiente,  divergencia  y  rotacional 


4.96.  a)  —  5x2yz2i  +  xy2z2j  +  4xyz3k 

b )  —5x2yz2i  +  xy2z2j  +  4xyz3k  (igual  que  el  inciso  a)) 

c)  16z3i  +  (8x2>’z  —  12xz2)j  +  32xz2k  d)  24 x2z  +  4 xyz2 

4.97.  A  x  (V  x  B)  =  18i  -  12j  +  16k,  (A  x  V)  x  B  =  4j  +  76k 

4.102.  (f>  =  3x2  +  xz3  —  yz  +  constante  4.103.  cj)  =  In  (air) 

4.106.  a)  No,  b)  V  =  3xj  +  (2v  —  x)k  +  V^>,  donde  4>  es  una  funeion  arbitraria  diferenciable  dos  veces. 

4.108.  a)  r  •  (<&  •  r)  =  (r  •  <J>)  •  r  =  x2  +  y2  +  z2,  b)  No,  c)  Esfera  de  radio  uno  con  centra  en  el  origen. 

4.109.  a)  — 4ii  —  ij  +  3ik  —  j j  —  4ji  +  3kk 

b)  Si,  si  las  operaciones  se  ejecutan  en  forma  apropiada. 

4.112.  x  =  lux'  +  hiy'  +  hiz',  y  =  h2x'  +  hyy'  +  Z32z',  z  =  h^x'  +  hyy'  +  I33Z' 

4.116.  a)  =  b)  4xV  -  4x2y2z5  +  6x3y3z3 

c)  (2 x3z2  -  2x3yz)i  +  (-4 y2z3  +  4xy3z)j  +  (x2y2z  +  2xy2z 2  ~  x3y3)k 

d)  =  e)  (-12x2y3z4  -  2x3y2z4)i  +  (~6x4yz4  +  4x2y3z4)j  +  (2x4z5  +  8xy3z5)k 


Integracion  vectorial 

5.1  INTRODUCCION 

El  lector  ya  esta  familiarizado  con  la  integracion  de  funciones  de  una  variable  evaluadas  con  numeros  reales,  fix).  En 
especffico,  tenemos  la  integral  indefinida  o  antiderivada,  que  se  denota  asf: 

fix)  dx 

y  la  integral  definida  en  un  intervalo  cerrado  como  [a,  b],  cuya  notacion  es  la  siguiente: 

b 

fix)  dx 

a 

En  este  capftulo  se  amplian  estas  definiciones  a  funciones  de  una  variable  evaluadas  con  vectores. 
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Esta  integral  tambien  puede  definirse  como  el  limite  de  una  suma  en  forma  analoga  a  como  se  hace  en  el  calculo 
integral  elemental. 


EJEMPLO  5.1  Suponga  que  R(m)  =  zri  +  2n3j  —  5k.  Encuentre:  a)  J  R(u)  du,  b)  j2  R(m)  du. 


a) 


R(w)  du  = 


[zri  +  2u3j  —  5k]  du  =  i 


ir  du  -|-  j 


2  ir  du  +  k 


—5  du 


+  C2  j  +  (-5 u  +  c3)k 


-  I  y +  C|  l'  + 


Z(3  u4 

=  yi  +  yj  -  5«k  +  c 

donde  c  es  el  vector  constante  cj  +  cj  +  c3k. 
b)  Del  inciso  a): 


2 

R (u)  du 
l 


U3 .  U4  . 

yi  +  yj-5wk  +  c 


[(8/3)1  +  4j  -  10k]  -  [-(1/3)1  +  (l/2)j  -  5k] 


=  (7/3)1 +  (7/2)j- 5k 


5.3  INTEGRALES  DE  LINEA 


Suponga  que  r (u)  =  x(u)i  +  y(u) j  +  z(u)k  es  el  vector  de  posicion  de  puntos  P(x,  y,  z)  y  que  r(w)  define  una  curva  C 
que  une  los  puntos  Pi  y  Pi-  donde  u  =  u\  y  u  =  ii2-  respectivamente. 

Suponemos  que  C  esta  compuesta  de  un  numero  finito  de  curvas  para  cada  una  de  las  cuales  r(u)  tiene  una  deri- 
vada  continua.  Sea  A(x,  y,  z)  =  A  q  +  Aij  +  A3k  una  funcion  vectorial  de  posicion  definida  y  continua  a  lo  largo  de 
C.  Entonces,  la  integral  de  la  componente  tangencial  de  A  a  lo  largo  de  C  de  Pi  a  Pi  se  denota  como  sigue: 


Pi 


A*  dr  = 


A*  dr  = 


Ai  dx  +  A2  dy  +  A3  dz 


es  un  ejemplo  de  integral  de  linea.  Si  A  es  la  fuerza  F  sobre  una  partrcula  que  se  mueve  a  lo  largo  de  C,  esta  integral 
de  linea  representa  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza.  Si  C  es  una  curva  cerrada  (que  supondremos  es  una  curva  ce- 
rrada  simple ,  es  decir,  una  curva  que  no  se  interseca  consigo  misma  en  ningun  punto),  es  frecuente  denotar  la  integral 
alrededor  de  C  del  modo  siguiente: 


cpA*  dr  =  <j)Ai  dx  +  A2dy  +  A3  dz 


En  aerodinamica  y  dinamica  de  fluidos  esta  integral  recibe  el  nombre  de  circulacion  de  A  sobre  C,  donde  A  repre¬ 
senta  la  velocidad  de  un  fluido. 

En  general,  cualquier  integral  que  se  evalue  a  lo  largo  de  una  curva  se  llama  integral  de  linea.  Dichas  integrates 
se  definen  en  terminos  de  limites  de  sumas  del  mismo  modo  que  se  hace  en  el  calculo  elemental. 


EJEMPLO  5.2  Suponga  que  F  =  —  3x^1  +  5xyj  y  sea  C  la  curva  y  =  2xr  en  el  piano  xy.  Evalue  la  integral  de  linea 
Jc  F  •  <r/r  de  P^O,  0)  a  P2(l,  2). 

Como  la  integracion  se  lleva  a  cabo  en  el  piano  xy  (z  =  0),  se  toma  r  =  xi  +  yj .  Entonces: 


F- dr  = 


(— 3x2i  +  5xyj)  •  (dx  i  +  dy j)  = 


(— 3x2  dx  +  5xy  dy). 


c 


c 


c 


5.4  INTEGRALES  DE  SUPERFICIE 


Primer  metodo.  Sea  x  =  t  en  y  =  2x2.  Entonces,  las  ecuaciones  parametricas  de  C  son  x  =  t  y  y  =  2r .  Los  puntos 
(0,  0)  y  (1.  2)  corresponden  a  t  =  0  y  t  =  1,  respectivamente.  Por  tanto: 


F  •  dr  = 


[—3 t2  dt  +  5r(2r)  d(2r)] 


(-3 12  +  40  t4)dt  =  [- 1 3  +  8r5]’  =  7. 

r=0 


Segundo  metodo.  Se  sustituye  y  =  2x 2  directamente,  donde  x  va  de  0  a  1.  Queda: 


jF.dr 

c 


1 

[— 3x2  dx  +  5x(2x2)  d(2x2)] 

jc=0 


(— 3x2  +  40x4)dx  =  [—x3  +  Sx5]^  =  7. 

x=0 


Campos  conservatives 

Se  aplica  el  teorema  siguiente: 

teorema  5.1.  Suponga  que  A  =  V0  en  cualquier  parte  de  una  region  R  del  espacio,  donde  R  esta  definida 

por  a\  ^  x  ^  02,  b\  <  y  <  b2,  c\  ^  z  ^  C2,  y  en  la  que  <p(x,  y,  z)  es  de  una  sola  variable  y  tiene 
derivadas  continuas  en  R.  Entonces: 

i )  Jp2  A  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  C  que  une  a  P\  y  Pi  en  R. 

ii )  jc  A*  dr  =0  alrededor  de  cualquier  curva  cerrada  C  en  R. 

En  tal  caso,  A  se  denomina  campo  vectorial  conservativo  y  cf>  es  su  potencial  escalar. 


5.4  INTEGRALES  DE  SUPERFICIE 


Sea  S  una  superficie  de  dos  lados,  como  la  que  se  ilustra  en  la  figura  5-1.  Un  lado  de  S  se  considera  de  manera  ar- 
bitraria  como  el  positivo  (si  S  es  una  superficie  cerrada,  como  una  esfera,  entonces  el  lado  exterior  se  toma  como 
el  positivo).  Una  normal  unitaria,  n,  a  cualquier  punto  del  lado  positivo  de  S  se  llama  normal  unitaria  positiva  o 
dirigida  haciafuera. 


Asociemos  con  la  diferencial  de  la  superficie,  dS,  un  vector  dS  de  magnitud  dS  y  cuya  direccion  es  la  de  n.  En¬ 
tonces,  dS  =  n  dS.  La  integral 


A  •  dS  = 


A  •  n  dS 


s 


s 


^  CAPITULO  5  INTEGRACION  VECTORIAL 


es  un  ejemplo  de  una  integral  de  superficie  llamada  //t//'o  de  A  sobre  S.  Otras  integrales  de  superficie  son  las  siguientes: 


<f>  dS,  dm  dS,  A  x  dS 


donde  d>  es  una  funcion  escalar.  Dichas  integrales  se  definen  en  terminos  de  lfmites  de  sumas  del  modo  en  que  se 
acostumbra  hacerlo  en  el  calculo  elemental  (vea  el  problema  5.17). 

En  ocasiones  se  emplea  la  notacion  <$>s  para  indicar  una  integracion  sobre  la  superficie  cerrada  S.  Cuando  no 
haya  confusion  posible  tambien  puede  usarse  la  notacion  jy. 

Para  evaluar  integrales  de  superficie  es  conveniente  expresarlas  como  integrales  dobles  tomadas  sobre  el  area 
proyectada  de  la  superficie  S  sobre  uno  de  los  pianos  coordenados.  Esto  es  posible  si  cualquiera  de  las  rectas  perpen- 
diculares  al  piano  coordenado  escogido  interseca  a  la  superficie  en  no  mas  de  un  punto.  Sin  embargo,  esto  no  plantea 
ningun  problema  real  porque  por  lo  general  es  posible  dividir  S  en  superficies  que  satisfagan  esta  restriccion. 

5.5  Integrales  de  volumen 

Considere  una  superficie  cerrada  en  el  espacio  que  encierra  un  volumen  V.  Entonces,  las  integrales  de  volumen  o 
integrales  espaciales,  como  en  ocasiones  son  llamadas,  se  denotan  como  sigue: 


A  dV  y  III  f/r dV 


En  los  problemas  resueltos  se  evaluan  algunas  de  dichas  integrales. 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


Suponga  que  R(w)  =  3i  +  (w3  +  4u7)j  +  uk.  Encuentre:  a)  J  R(u)  du  y  b)  J,  R {u)  du. 


Solucion 


a)  R [u)  du  =  [3i  +  (id  +  4t(7  )j  +  wk]  du 


=  i  3  du  +  j  (m3  +  4 m7)  du  +  k  u  du 


—  (3  u  +  ci)i  +  ^  +  ^-m2  +  C3^k 

=  (3«)i  +  +  2  c 


donde  c  es  el  vector  constante  cp  +  cj  +  c3k. 
b)  Del  inciso  a). 


R (u)  du  = 


(3M)i+  Q 


1  4  1  s\.  /I  T  525.  3, 

-m4  +  -m8Jj+  l-M2Jk  +  c  =3i  +  —  j  +  -k. 


Problemas  resueltos  (Q 


Otro  metodo 


R (u)  du  =  i  3  du  +  j  (w3  +  4 id)  du  +  k  u  du 


:  [3m] ji  +  \  u4  +  \  id  +  ^  u2 

[4  2  J  |_2 


,  525.  3, 

k  =  3i  +  — j  +  -k. 


5.2.  La  aceleracion  de  una  partfcula  en  cualquier  momenta  t  >  0  esta  dada  por 


a  =  —  =  (25  cos  2t)i  +  (16  sen  2f)j  +  (9f)k. 
dt 


Solution 

Suponga  que  la  velocidad  v  y  el  desplazamiento  r  son  dos  vectores  cero  en  t  =  0.  Calcule  v  y  r  en  cualquier  mo¬ 
menta.  A1  integrar  se  obtiene  lo  siguiente: 

v  =  i  [(25  cos  2t)  dt  +  j  [  (16  sen  2 1)  dt  +  k  [  (90  dt 


—  sen  2t  li  +  (— 8cos2f)j  +  (  —  ) k  +  Ci. 


A1  hacer  v  =  0  cuando  t  =  0,  llegamos  a  0  =  Oi  —  8j  +  Ok  +  Ci,  y  Ci  =  8j.  Entonces: 

y  =  Y,=  ("y  sen  2rW(8-  8cos20j+ 


Se  integra: 


f/25  \  f/9 

r  =  i  I  —  sen  2t  \dt  +  }  (8  —  8  cos  20  dt  +  k  I  -t~  J  dt 

(  25  \  /3  A 

=  (  —  —  cos  It  I  i  +  (8f  +  4  sen  20j  +  I  -r  j.j  +  c2. 


A1  hacer  r  =  0  cuando  t  =  0,  se  llega  a: 


„  25 .  25 . 

°=-ti  +  c2  y  c2  =  Ti. 


Entonces: 


/25  25  \  /3  \ 

r  =  ^  ^ - —  cos  2t  j  i  +  (8  +  4  sen  20j  +  I  - 13  j  k. 


Lvalue  A  x  — -dt. 

dt2 


Solution 


d  (  dA\  d~  A  dA  dA  d2  A 

—  Ax  —  =  A  x  — r-  -| - x  —  =  A  x  — r— 

dt  \  dt  J  dt 2  dt  dt  dt 2 


d2  A  d  (  dA\  dA 

A  x  — :rdt  =  —  Ax  —  \dt  =  Ax - 1-  c. 

dt2  dt  \  dt  dt 


Se  integra: 
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5.4.  La  ecuacion  del  movimiento  de  una  partfcula  P  de  masa  m  esta  dada  por 

d2  r 

mdfi  =f(r)r' 

donde  r  es  el  vector  de  posicion  de  P  medido  a  partir  de  un  origen  O,  ri  es  un  vector  unitario  en  la  direccion 
de  r,  y  fir)  es  una  funcion  de  la  distancia  de  P  desde  O. 

a)  Demuestre  que  r  x  ( dr/dt )  =  c,  donde  c  es  un  vector  constante. 

b)  Interprete  ffsicamente  los  casos  en  que/(r)  <  0  y  f(r)  >  0. 

c)  Haga  la  interpretacion  del  resultado  del  inciso  a),  geometricamente. 

d)  Describa  como  se  relacionan  los  resultados  obtenidos  con  el  movimiento  de  los  planetas  en  nuestro  sis- 
tema  solar. 


Solution 

a )  Se  multiplican  los  dos  lados  de  m{d2r/dt1)  =  f(r)r\  por  rx.  Entonces: 

d2  r 

mr  x  —r  =  /(r)r  x  ri  =0 
dt2 


como  r  y  ri  son  colineales,  entonces  rxq  =0.  Por  esto: 


d2r 

r  x-y  =  0 
dt2 


dt 


dr 

dt 


=  0 


A1  integrar,  r  x  —  =  c,  donde  c  es  un  vector  constante  (compare  esto  con  el  resultado  del  problema  5.3). 

b )  Si/(r)  <  0,  la  aceleracion  d2rldt 2  tiene  direccion  opuesta  a  iq;  entonces,  la  fuerza  esta  dirigida  hacia  O  y  la 
partfcula  siempre  es  atra/da  hacia  O. 

Si  f(r)  >  0,  la  fuerza  esta  dirigida  hacia  fuera  de  O  y  la  partfcula  esta  sujeta  a  la  influencia  de  una  fuerza 
de  repulsion  en  O. 

Una  fuerza  dirigida  hacia  o  alejandose  de  un  punto  fijo  O.  y  que  tenga  una  magnitud  que  solo  dependa  de 
la  distancia  r  hasta  O,  se  llama  fuerza  central. 


c)  En  el  tiempo  At,  la  partfcula  se  mueve  de  M  &N  (vea  la  hgura  5-2).  El  area  barrida  por  el  vector  de  posicion 
en  este  tiempo  es  aproximadamente  la  de  un  paralelogramo  con  lados  r  y  Ar,  o  \  r  x  Ar.  Entonces,  el  area 
aproximada  barrida  por  el  radio  vector  por  unidad  de  tiempo  es^rx  Ar/Af;  asf,  la  tasa  instantanea  de  cambio 
del  area  con  respecto  del  tiempo  es 


lfm 

Ar-»0 


Ar  .  dr  . 

=  i r  x  —  =  2r  x 
2  dt  2 


At 


v 


donde  v  es  la  velocidad  instantanea  de  la  partfcula.  La  cantidad  H  =  |rx  (dr/dt)  =  \  r  x  v  se  llama  velocidad 
superficial.  Del  inciso  a)  tenemos  que: 

i  dr 

velocidad  superficial  =  H  =  x  —  =  constante 


Como  r  •  H  =  0,  el  movimiento  tiene  lugar  en  un  piano,  que  en  la  figura  5-2  se  toma  como  el  piano  xy. 

d)  Un  planeta  (como  la  Tierra)  es  atrafdo  por  el  Sol  de  acuerdo  con  la  ley  universal  de  la  gravitacion  de  Newton, 
que  establece  que  dos  objetos  cualesquiera  de  masas  m  y  M,  respectivamente,  se  atraen  mutuamente  con  una 
fuerza  de  magnitud  F  =  GMm/r2,  donde  r  es  la  distancia  entre  los  objetos  y  G  es  una  constante  universal. 


Problemas  resueltos  (Q 


Sean  m  y  M  las  masas  del  planeta  y  el  Sol,  respectivamente,  y  se  escoge  un  conjunto  de  ejes  coordenados 
con  origen  en  O  en  el  Sol.  Entonces,  la  ecuacion  de  movimiento  del  planeta  es 

d2  r  GMm  d2  r  GM 

m  dt1  =  r2  Fl  ° 

con  la  suposicion  de  que  la  influencia  de  los  demas  planetas  es  despreciable. 

De  acuerdo  con  el  inciso  c).  un  planeta  se  mueve  alrededor  del  Sol  de  modo  tal  que  su  vector  de  posicion 
recorre  areas  iguales  en  tiempos  iguales.  Este  resultado  y  el  del  problema  5.5  son  dos  de  las  tres  famosas  leyes 
de  Kepler  que  este  dedujo  en  forma  empi'rica  a  partir  de  las  enormes  cantidades  de  datos  recabados  por  el  as- 
tronomo  Tycho  Brahe.  Estas  leyes  permitieron  a  Newton  la  formulacion  de  su  ley  universal  de  la  gravitacion. 
Para  la  tercera  ley  de  Kepler,  vea  el  problema  5.36. 


z 


Figura  5-2  Figura  5-3 
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de  lo  que  se  obtiene: 

r  •  (v  x  h)  =  GM r  •  iq  +  r  •  p 

=  GMr  +  >T|  •  p  =  GMr  +  rp  cos  0 

donde  p  es  un  vector  constante  arbitrario  con  magnitud  p  y  6  es  el  angulo  entre  p  y  r  | . 

Como  r  •  (v  x  h)  =  (r  x  v)  •  h  =  h  •  h  =  h2,  tenemos  que  h 2  =  GMr  +  rp  cos  6,  y 

h2  _  h2/GM 
GM  +  p  cos  0  1  +  ( p/GM )  cos  0 

De  la  geometrfa  analitica  se  sabe  que  la  ecuacion  polar  de  una  seccion  conica  con  foco  en  el  origen  y  excentricidad 
e,  es  r  =  a/(l  +  e  cos  0),  donde  a  es  una  constante  (vea  la  figura  5-3).  A1  comparer  esta  con  la  ecuacion  obtenida, 
se  observa  que  la  orbita  requerida  es  una  seccion  conica  con  excentricidad  e  =  p/GM.  La  orbita  es  una  elipse,  para¬ 
bola  o  hiperbola,  segun  sea  e  menor,  igual  o  mayor  que  uno.  Como  las  orbitas  de  los  planetas  son  curvas  cerradas, 
se  concluye  que  deben  ser  elipses. 

Integrates  de  Ifnea 

5.6.  Suponga  que  A  =  (3 x2  +  6v)i  —  1 4yjj  +  20xrk.  E  value  Jc  A  •  dr  de  (0,  0,  0)  a  (1 ,  1 ,  1 ),  a  lo  largo  de  las  tra- 
yectorias  C  siguientes: 

a)  x  =  t,  y  =  t2  y  z  =  t3 ■ 

b)  la  linea  recta  que  va  de  (0,  0,  0)  a  (1,  0,  0),  que  luego  va  a  (1,  1,  0)  y  despues  a  (1,  1,  1). 

c)  la  linea  recta  que  une  al  punto  (0,  0,  0)  con  (1,  1,  1). 

Sol  u  cion 

A  •  dr  =  [(3x2  +  6v)i  —  14vy  +  2Cta2k]  •  (dx i  +  dy j  +  dzk) 

c  c 

=  (3x2  +  6 y)  dx  —  \Ayz  dy  +  20 xz2  dz 
c 

a)  Si  x  =  t,  y  =  t2  y  z  —  t*,  los  puntos  (0,  0,  0)  y  (1,  1,  1)  corresponden  ar  =  0y?  =  1,  respectivamente.  En- 
tonces: 

l 

A  •  dr  =  (3 12  +  6 12)  dt  -  14 (t2)(t3)  d(t2)  +  20 (t)(t3)2  d(t3) 

c  t= o 

l 

=  9 12  dt  —  28 16  dt  +  60 19  dt 

t= o 
i 

=  (9 12  -  28 16  +  60 19)  dt  =  3 13  -  At1  +  6t10 1  =  5 

1° 
t= o 

Otro  metodo 

A  lo  largo  de  C,  A  =  9t2i  —  lAt5}  +  20t7k  y  de  r  =  xi  +  yj  +  zk  =  ti  +  r2j  +  t3 k  y  de  dr  =  (i  +  2 1]  +  3?2k)  dt. 
Entonces 

i 

A  •  dr  =  {9t2\  -  14f5j  +  20^7k)*  (i  +  2t\  +  3^2k)  dt 

c  t= o 

i 

=  (9 12  -  28 16  +  60^9)  dt  =  5 


o 


Problemas  resueltos 


b)  A  lo  largo  de  la  lfnea  recta  que  va  de  (0,  0,  0)  a  (1,  0,  0),  y  =  0,  z  =  0,  dy  =  0  y  dz  =  0,  mientras  que  x  varfa 
de  0  a  1.  Entonces,  la  integral  sobre  esta  parte  de  la  trayectoria  es: 


(3x2  +  6(0))  dx  -  14(0)(0)(0)  +  20x(0)2(0)  = 


3x2  dx  =  x3  =1 
0 


A  lo  largo  de  la  lfnea  recta  que  va  de  (1,  0,  0)  a  (1,  1,  0),  x  =  1,  z  =  0,  dx'-£*  0  y  dz  =  0,  en  tanto  que  y  varfa  de 
0  a  1 .  Con  esto,  la  integral  por  esta  parte  de  la  trayectoria  resulta: 

l 

(3(1)2  +  6y)0  -  14v(0)  dy  +  20(1)(0)20  =  0 

y=0 


Sobre  la  lfnea  recta  que  une  (1,  1,  0)  con  (1,  1,  1),  x  =  1,  y  =  1,  dx  =  0,  dy  —  0,  y  z  varfa  de  0  a  1.  Asf  que  la 
integral  sobre  esta  parte  de  la  trayectoria  es: 


J  (3(1)2  +  6(1))0  -  14(l)z(0)  +  20(  1  )z2  dz 

z=0 


1 


20 r  dz  = 


20  z3 

nr 


z=0 


1 

o 


20 

y 


A1  sumar  se  llega  a  lo  siguiente: 


j  A  •  dr  =  1  +  0  +  — 

c 


23 

y 


c)  La  lfnea  recta  que  une  al  punto  (0,  0,  0)  con  (1,  1,  1)  esta  dada  en  forma  parametrica  por  x  =  t,y  =  tyz  =  t. 
Entonces: 


l 


A  •  dr  = 

c 


J  (3 r  +  6 1)  dt  -  14(f)(0  dt  +  20(0(02  dt 
1=0 


i 

(3 r  +  6 1-  14 11  +  20t3)  dt 

t= 0 


1 

(6 1-  1 1?2  +  20r3)  dt  = 

1=0 


5.7.  Calcule  el  trabajo  total  realizado  cuando  se  mueve  una  partfcula  en  el  campo  de  fuerzas  dado  por  F  =  zi  +  "j 
+  xk,  a  lo  largo  de  la  helice  C,  dada  por  x  =  cos  t,  y  =  sen  ty  z  =  t,  de  t  =  0  at  =  n/2. 

Sol u  cion 


Trabajo  total  = 


F*  dr  = 


(zi  +  +  xk)  •  (dx  i  +  dy j  +  dzk)  = 


(zdx  +  zdy  +  x  dz) 


c 

tt/2 


77/2 


77/2 


(t  d( cos  t)  +  t .  d(sen  t)  +  cos  t  dt)  = 
o  o 

Al  evaluar  J0  (—t  sen  t)  dt  por  partes  se  obtiene  lo  siguiente: 

tt/2 


(— /  sen  0  dt  + 


(t  +  l)cost  dt 


[fcosf]^2  — 


cos  t  dt  =  0  —  [sen  t\^2  =  —  1. 


La  evaluacion  de  ^  (t  +  1)  cos  t  dt  por  partes  arroja: 

77/2 


[(/  +  1)  sen  0o/2  - 


sen  t  dt  =  Z+  1  +  [cos  t]^  =  . 


Con  lo  que  el  trabajo  total  es  {n/2)  —  1. 


CAPITULO  5  INTEGRACION  VECTORIAL 


5.8.  Suponga  que  F  =  — 3x2i  +  5xvj.  Evalue  JCF  •  dr,  donde  C  es  la  curva  en  el  piano  xy,  y  =  2x2,  de  (0,  0) 
(1,2). 

Sol  u  cion 

Como  la  integracion  se  lleva  a  cabo  en  el  piano  xy  (z  =  0),  se  puede  tomar  r  =  xi  +  yj.  Entonces: 


F  •  dr  = 


(— 3x2i  +  5xvj)  •  (dxi  +  dy j)  = 


(— 3x2  dx  +  5xy  dy). 


Primer  metodo.  Sea  x  =  t  en  y  =  2x2.  Entonces,  las  ecuaciones  parametricas  de  C  son  x  =  t  y  y  =  2 r.  Los  puntos 
(0,  0)  y  (1,  2)  corresponden  at=0yt  =  1,  respectivamente.  Entonces: 


F-  dr  = 


[-3 12  dt  +  5t(2r)  d(2r)]  = 


{-'it2  +  40t4)  dt  =  [-r3  +  8t5]‘  =  7. 


Segundo  metodo.  Se  sustituye  y  =  2x~  directamente,  donde  x  va  de  0  a  1.  Entonces: 


F-  dr  = 


[— 3x2  dx  +  5x(2x2)  d(2x2)]  = 


(— 3x2  +  40x4)  dx  =  [—x3  +  8x5]q  =  7. 


5.9.  Suponga  que  un  campo  de  fuerzas  esta  dado  por 

F  =  (2 x  -y  +  z) i  +  (x  +  y  -  z2) j  +  (3x  -  2y  +  4z)k 

Calcule  el  trabajo  realizado  cuando  se  mu  eve  una  parti'cula  alrededor  de  un  cfrculo  C  en  el  piano  xy  con  centra 
en  el  origen  y  radio  igual  a  3. 

Sol  u  cion 

En  el  piano  z  —  0.  F  =  (2x  —  y)i  +  (x  +  y)j  +  (3x  —  2y)k  y  dr  =  dxi  +  dyj,  por  lo  que  el  trabajo  realizado  es 


F-dr  = 


[(2x  -  yji  +  (x  +  y)j  +  (3x  -  2y)k]  •  {dx i  +  dy j) 

(2x  —  v)  dx  +  (x  +  y)  dy 


r  =  xi  +  yj 
=  3  cos  ri  +  3  sen  rj 

Figura  5-4 


Problemas  resueltos  (Q 


Se  eligen  las  ecuaciones  parametricas  de  la  circunferencia  como  x  =  3  cos  t  y  y  =  3  sen  t,  donde  t  varia  de  0  a  2 n 
(como  se  observa  en  la  figura  5-4).  Entonces,  la  integral  de  lfnea  es: 


2  77 

[2(3  cos  t)  —  3  sen  t](— 3  sen  t)  dt  +  (3  cos  t  +  3  sen  t)( 3  cos  ?)  d? 
/=o 


2tt 

(9 

o 


9  ,  2^ 

9  sen  f  cos  t)  df  =  9t~  -  sen"  t  ^ 


187 T 


A1  recorrer  C,  escogimos  el  sentido  contra  el  movimiento  de  las  manecillas  del  reloj  que  se  indica  en  la  figura.  Es 
la  direccion  positiva,  lo  que  significa  que  C  fue  recorrida  en  el  sentido  positivo.  Si  C  se  recorriera  en  el  sentido 
(negativo)  a  favor  del  movimiento  de  las  manecillas  del  reloj,  el  valor  de  la  integral  serfa  —  187T. 

5.10.  a )  Suponga  que  F  =  V<f>,  donde  (/>  es  univaluada  y  tiene  derivadas  continuas.  Demuestre  que  el  trabajo 
realizado  cuando  una  particula  se  mueve  de  un  punto  P\  =  (x\,  v i ,  Z\)  en  dicho  campo  a  otro  punto  P2  = 
(X2,  >7,  Zt),  es  independiente  de  la  trayectoria  que  los  une. 
b)  A  la  inversa,  suponga  que  Jc  F  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  C  que  une  dos  puntos  cualesquiera. 
Demuestre  que  existe  una  funcion  <t>  tal  que  F  =  V</>- 

Sol u  cion 


a) 


P2 


Trabajo  realizado  = 


¥•  dr  = 


Vcf>  •  dr 


Pi 

Pi 


Pi 


3  d>  d  d)  3  ch  . 

—  1  +  — j  +  —  k  •  (dxi  +  dy)  +  dzk) 
ax  dy  az 


Pi 


Pi 


3 4>,  ,  30  .  , 

+  +  —  dz 

d.r  dy  dz 


Pi 

d<f>  =  0(P2)  -  <Kp  1)  =  4>(*2,y2,Z2 )  -  <P(xi,yi,zi) 

Pi 


Entonces,  la  integral  depende  solo  de  los  puntos  Pi  y  P2,  y  no  de  la  trayectoria  que  los  une.  Esto  se  curnple,  por 
supuesto,  solo  si  <f>{x,  y,  z )  es  univaluada  en  todos  los  puntos  Pi  y  P2. 

b)  Sea  F  =  Fii  +  P2 j  +  P3k.  Por  hipotesis,  Jc  F  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  C  que  une  dos  puntos 
cualesquiera,  los  que  designamos  como  (xi,  ylt  zi)  y  (x,  y,  z),  respectivamente.  Entonces: 


cf>(x,y,z)  = 


F  •  dr  = 


F 1  dx  +  P2  dy  +  P3  dz 


(xuyi-zi) 


(xi.yuzi) 
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es  independiente  de  la  trayectoria  que  une  a  (xi,  yu  Zi)  con  (x,  y,  z).  Entonces: 


(x+Ax,y,z) 


(x,y,z) 


0(x  +  Ax,  y,  z)  —  0(x,  y,  z )  = 


F-dr- 


F-  dr 


(xi.yi.zi) 

(xi.yi.zi) 


(xi.yi.zi) 
(x+A x,y,z) 


F-  dr  + 


F-dr 


( x,y,z ) 
(x+Ax,y,z) 


(xi.yi.zi) 

(x+Ar,y.z) 


F-dr  = 


F  i  dx  +  F2  dy  +  F3  dz 


( x,y,z ) 


(x,y,z) 


Como  la  ultima  integral  debe  ser  independiente  de  la  trayectoria  que  une  a  (x,  y,  z)  con  (x  +  Ax,  y,  z),  se  debe 
escoger  la  trayectoria  de  modo  que  sea  una  lrnea  recta  que  los  una  a  fin  de  que  dy  y  dz  sean  igual  a  cero.  Asf: 


4>(x  +  Ax,  y,  z)  —  4>(x ,  y,  z) 

Ax 


1 

Ax 


{x+Ax,y,z) 

I  F\  dx 


(x.y.z) 


A1  obtener  limites  en  ambos  lados  cuando  Ax  — >  0,  tenemos  que  d<p/dx  =  F i.  De  manera  similar,  se  puede 
demostrar  que  d<fi/dy  =  F2y  dcf>/dz  =  F2.  Entonces, 


F  =  Fii  +  F2j  +  F3k 


d<P .  3  4> .  30, 

—  i  H - j  H - k 

dx  dyJ  dz 


V0. 


Si  | p*  F  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  C  que  une  a  Pi  y  P2,  entonces  F  recibe  el  nombre  de  campo 
conservative).  Se  concluye  que  si  F  =  V0  entonces  F  es  conservativo,  y  a  la  inversa. 

Demostracion  con  el  uso  de  vectores.  Si  la  integral  de  linea  es  independiente  de  la  trayectoria,  entonces 


00%  y,  z) 


( x,y,z )  ( x,y,z ) 

F-dr  = 


„  dr 
F-  — ds 
ds 


(xi.yi.zi) 


(xi.yi.zi) 


Por  diferenciacion,  d<p/ds  =  F  •  (dr/di).  Pero  cl(f>/ds  =  V 0  •  ( dr/ds )  por  lo  que  (V0  —  F)  •  ( clr/ds )  =  0.  Como 
esto  debe  cumplirse  sin  importar  dr/ds,  tenemos  que  F  =  V0. 

5.11.  a)  Suponga  que  F  es  un  campo  conservativo.  Demuestre  que  rot  F  =  V  x  F  =  0  (es  decir,  F  es  irrotacio- 
nal). 

b)  A  la  inversa,  si  V  x  F  =  0  (por  lo  que  F  es  irrotacional),  demuestre  que  F  es  conservativo. 

Sol  u  cion 

a)  Si  F  es  un  campo  conservativo,  entonces,  segun  el  problema  5.10,  F  =  V0. 

Entonces,  rotF  =  V  x  V0  =  0  (vea  el  problema  4.27a),  en  el  capftulo  4). 


Problemas  resueltos  ^ 


b) 


Si  V  X  F  =  0,  entonces 


i 

9 

dx 

F, 


j 

9 

dy 

F2 


k 

9 

9z 

F3 


0,  por  lo  que 


dF3  _  9F2  dF  i  _  9F3  9F2  _  dFx 
dy  dz  ’  dz  dx  ’  dx  dy 


Debe  demostrarse  que  como  consecuencia  de  esto  se  cumple  que  F  =  V0. 

El  trabajo  realizado  al  moverse  la  particula  de  (x\,  y\,  z3)  a  ( x ,  y,  z)  en  el  campo  de  fuerzas  F  es: 


J  F i  ( x ,  y,  z)  dx  +  F2  {x,  y,  z)  dy  +  F3  (x,  y,z)  dz 
c 


donde  C  es  una  trayectoria  que  une  a  (x\,  Vi,  Zi)  con  (x,  y,  z).  Elijamos  como  trayectoria  particular  segmentos  de 
linea  recta  que  vayan  de  (xi,  y3,  zi)  a  (x,  yi,  zi),  a  (x,  y,  zi)  y  a  (x,  y,  z),  y  llamemos  a  <fi(x,  y,  z)  el  trabajo  realizado 
a  lo  largo  de  esta  trayectoria  particular.  Entonces: 


(j){x,y,z)  = 


Fi(x,yi,Zi)  dx  + 


F2(x,y,Zi)  dy  + 


F3(x,y,z)  dz 


Se  concluye  que 


deb 

—  =  F3(x,y,z) 
dz 


d(f> 

dy 


=  F2(x,  v,  zi)  + 


9F3 

dy 


(x,y,z)  dz 


=  F2{x,y,z\)  + 


dp2r 

—  (x,y,z)  dz 
dz 


=  F2(x,y,  zi)  +  F2(x,y,  z) 


=  F2(x, y,  zi )  +  F2(x, y,  z)  -  F2(x, y,  z\ )  =  F2(x,  y,  z) 


90 

dx 


=  Fi(x,yi,zi)  + 


=  F  i(x,yi,zi)  + 


dF2 

dx 

dFi 

dy 


(x,y,zi)  dy  + 


(x,y,zi)  dy  + 


9F3 

dx 


dF  i 
9z 


(x,y,z)  dz 


(x,  y,  z)  Jz 


=  F  i  (x,  y  i ,  zi )  +  Fi  (x,  y,  zi ) 


+  Fj  (x,  y,  z) 


=  F,(x,yi,zi)  +  Fi(x,y,zi)  -  Fi(x,yi,z0  +  Fi(x,y,z)  -  F^x^zO  =  fj(*,y,z) 


Por  lo  que: 


dd>  90  90 

F  =  Fii  +  F2j  +  F3k  =  -^i  +  -^.j  +  — k=  V0. 

9x  dy  dz 


Asf,  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  un  campo  F  sea  conservative  es  que  rot  F  =  V  X  F  =  0. 
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5.12.  a)  Demuestre  que  F  =  (2xy  +  z3)i  4  x2j  +  3xz2k  es  un  campo  de  fuerzas  conservativo.  b )  Encuentre  el  po- 
tencial  escalar.  c)  Calcule  el  trabajo  realizado  cuando  un  objeto  se  mueve  de  (1,  —2,  1)  a  (3,  1,  4). 

Sol  u  cion 

a)  Del  problema  5.11  se  observa  que  una  condition  necesaria  y  suficiente  para  que  una  fuerza  sea  conservativa  es 
que  rot  F  =  V  X  F  =  0.  Ahora: 


V  x  F  = 


i  j  k 

3  3  3 

3x  dy  3 z 

2xy  +  z3  x2  3  xz2 


=  0. 


Por  lo  que  F  es  un  campo  de  fuerzas  conservativo. 
b)  Primer  metodo.  Segun  el  problema  5.10: 


F  =  V4>  o  =  (2 xy  +  z3)i  +  x2j  +  3xz2k. 

dx  dy  dz 


Entonces: 


3  cf) 
dx 
d(f) 
dy 
d(f> 
dz 


=  2xy  +  z3 
=  x2 
=  3xz2 


(1) 

(2) 

(3) 


A1  integrar  se  obtiene  respectivamente  de  (1),  (2)  y  (3)  que: 


0  = 

x2y  +  xz3 

+ 

f(y,  z) 

0  = 

9 

xLy 

+ 

g(x,  z) 

0  = 

3 

X77 

+ 

h(x,y) 

Esto  concuerda  si  se  escog e/(y,  z)  =  0,  g(x,  z)  =  xz3  y  h{x,  y)  —  x2y  de  modo  que  cj)  —  x2y  +  xz3,  a  la  que  puede 
agregarse  cualquier  constante. 


Segundo  metodo.  Como  F  es  conservativo,  Jc  F  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  C  que  une  a  (xi,  yi,  Zi) 
con  (x,  y,  z).  Con  el  ernpleo  del  metodo  descrito  en  el  problema  5.1  lb)  se  llega  a: 


4>{x,y,z)  = 


(2.xyi  +  z3)  dx  + 


x~  dy  + 


3  xz  dz 


=  (x2vi  +  xz3) 


+  x2y 


+  xz“ 


=  x2yi  +  xz3  —  x2yi  —  xiz3  +  x2y  —  x2yi  +  xz3  —  xz3 
=  x2y  +  xz3  —  x2yi  —  xi  z3  =  x2y  +  xz3  +  constante 


Tercer  metodo. 


F  •  dr  =  Vcf)  •  dr 


d(f> 

dx 


dx  + 


d(f> 

dy 


dy  + 


-rrdz  =  d<f>. 
dz 


Problemas  resueltos  o 


Entonces: 


d<f>  =  F  •  dr  =  ( 2xv  +  z3)  dx  +  x2  Jv  +  3xz2  dz 

=  (2xy  dx  +  x2  dy)  +  (z3  dx  +  3 xz2  dz ) 
=  d(x1y )  +  d(xz3)  =  d(x2y  +  xz3) 


y  <f>  =  x2y  +  xz?  +  constante. 


c)  Trabajo  realizado  = 


Pi 


F-  dr 


Pi 


r^2 

(2xy  +  z3)  dx  +  x2  dy  +  3.iz2  dz 

Pi 


d(x2y  +  xz3)  =  x2y  +  xz3 


=  x2y  +  xz3 


(3,1,4) 


=  202 


0,-2, 1) 


Otro  metodo 


Del  inciso  b ),  </>(x,  y,  z)  =  xry  +  xz3  +  constante. 

Entonces,  el  trabajo  realizado  =  <fi(3,  1,  4)  —  4>(  1,  —2,  1)  =  202. 

5.13.  Demuestre  que  si  [ F’  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  que  une  dos  puntos  P\  y  P2  en  una  region  dada, 
entonces  <f>  F  •  dr  =  0  para  todas  las  trayectorias  cerradas  en  la  region,  y  a  la  inversa. 


So  I  u  cion 


Sea  PiAPiBPi  una  curva  cerrada  (vea  la  figura  5-5).  Entonces: 


d)  F-  Jr  = 


F- Jr  = 


F- Jr  + 


F- Jr 


PiAPiBPi  PiAPi  PiBPi 


F- Jr- 


F-  Jr  =  0 


PlAPi  PiBPi 


ya  que,  por  hipotesis,  la  integral  de  P\  a  P2  a  lo  largo  de  una  trayectoria  a  traves  de  A  es  la  misma  que  a  lo  largo  de 
otra  a  traves  de  B. 

A  la  inversa,  si  j>F*  Jr  =  0,  entonces 


F- Jr  = 


F*  Jr  + 


F- Jr  = 


F- Jr- 


F- Jr  =  0 


PiAPiBPi  PiAP2  PiBPi  PiAPi  PiBPi 


de  modo  que 


5.14. 


a) 


F- Jr  = 


F- Jr. 


PiAPi  PiBPi 


Demuestre  que  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  F\  dx  +  F2  dy  +  F3  dz  sea  una  diferencial 
exacta,  es  que  V  x  F  =  0,  donde  F  =  Iqi  +  Fij  +  Aik. 
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b)  Demuestre  que  (y2z 3  cos  x  —  4 x3z)  dx  +  2z3y  sen  x  dy  +  (3 y2z2  sen  x  —  x4)  dz  es  una  diferencial  exacta  de 
una  funcion  <f>,  y  encuentre  esta. 


So  I  u  cion 

a)  Suponga  que 


d(b  d  (b  dd> 

F i  dx  +  F2  dy  +  F3  dz  =  dcf)  =  —  dx  +  —  dy  +  —  dz , 

ox  ay  dz 


una  diferencial  exacta.  Entonces,  como  x,  y  y  z  son  variables  independientes. 

t\= — ,  h  =  —  v  f:  =  — 
dx  -  dy  y  dz 


y  asf  F  =  iqi  +  F2 j  +  F3k  =  (d<p/dx)i  +  {d<p/dy)j  +  (d<f>/dz) k  =  V <j>.  Por  tanto  V  X  F  =  V  X  \<f>  =  0. 

A  la  inversa,  si  V  X  F  =  0,  entonces,  segun  el  problema  5.1 1.  F  =  \<f>,  por  lo  que  F  •  dr  =  V<p  •  dr  =  dtp, 
es  decir,  F\  dx  +  F2  dy  +  F3  dz  =  d<p,  una  diferencial  exacta. 

b)  F  =  (y2z 3  cos  x  —  4x3z)i  +  2z3y  sen  ,vj  +  (3 y2z2  sen  x  —  ^4)k  y  V  X  F  se  calcula  para  que  sea  igual  a  cero,  por 
lo  que  de  acuerdo  con  el  inciso  a): 

(y2z3  cos  x  —  4x3z)  dx  +  2 z3y  sen  x  dy  +  (3y2z2  sen  x  —  x4)  dz  =  d<p 
Por  cualquiera  de  los  metodos  descritos  en  el  problema  5.12  se  llega  a  que  <p  =  y2z 3  sen  x  —  x4z  +  constante. 

5.15.  Sea  F  un  campo  de  fuerzas  conservative  tal  que  F  =  —V<f>.  Suponga  que  una  partfcula  de  masa  constante  m 
se  mueve  en  el.  Si  A  y  B  son  dos  puntos  cualesquiera  en  el  espacio,  demuestre  que 


4>(A)  +  j  mv2A  =  <p(B)  +  \mv\ 


donde  Va  y  \'is  son  las  magnitudes  de  las  velocidades  de  la  partfcula  en  A  y  en  B,  respectivamente. 

Sol  u  cion 


f  = 


d2  r 


m  a  =  m  — T . 
dt 2 


Entonces: 


9  /  \  2 

dr  dr  d  r  md  (dry 

dt  dt  dt 2  2  dt  \dt ) 


A1  integrar  se  llega  a: 


B 

m  ,iB  1  ,  1  , 

F  •  dr  =  -v  |  =  -mvB  - -mvA. 

A 


Si  F  = 


B  B  B 


F  •  dr  =  - 

Vc/>  •  dr  =  — 

A  / 

A 

<P(A)  -  (KB). 


Entonces  4>{A)  —  <p(B)  =  \  mv |  —  de  modo  que  se  llega  al  resultado. 

4>{A)  sc  llama  energia  potential  en  A,  y  \mv2A  es  la  energia  cinetica  en  A.  El  resultado  establece  que  la  ener- 
gfa  total  en  A  es  igual  a  la  energia  total  en  B  (conservacion  de  la  energia).  Observe  el  signo  menos  en  la  ecuacion 
F  =  -V0. 


Problemas  resueltos  U 


5.16.  Suponga  que  4>  =  2 xyz2,  F  =  xyi  —  ~j  +  x2k  y  C  es  la  curva  x  =  t2,y  =  2tyz  =  t3,det  =  0at  =  1.  Evalue  las 
integrales  de  li'nea  a )  Jc  4>  dr  y  b)  Jc  F  x  dr. 

Sol u  cion 

a)  A  lo  largo  de  C,  tf>  =  2 xyz2  =  2(r)(2r)(f3)2  =  4 19. 

r  =  xi  +  yj  +  ;k  =  ri  +  2?j  +  r3k,  y 
Jr  =  (2fi  +  2 j  +  3rk)  dt. 

Entonces 

l 

<t>dr=  4r9(2ri  +  2 j  +  3f2k)  dt 
c  1=0 

i  i  i 

=  i  8fl0Jr+j  8f9  dt  +  k  12?1 1  dt  =  -j^-i  +  +  k 

ooo 

b)  A  lo  largo  de  C,  tenemos  que  F  =  xyi  —  rj  +  x2k  =  2/’i  —  /3j  +  r4k.  Entonces: 

F  x  Jr  =  (2r3i  —  /3j  +  t4 k)  x  (2fi  +  2 j  +  3f2k)  dt 

i  j  k 

=  2/3  -r3  f4  dt  =  [(— 3/5  -  2r4)i  +  (2 15  -  6r5)j  +  (4r3  +  2r4)k]  dt 
2 1  2  3t2 


Integrales  de  superficie 

5.17.  Proporcione  una  definicion  de  ||v  A  •  n  dS  sobre  una  superficie  S.  en  terminos  del  lfmite  de  una  suma  (vea  la 
figura  5-6). 

Sol u  cion 

Subdivida  el  area  5enM  elementos  de  area  A Sp,  donde  p  —  1,  2,  3,  . . M.  Elija  cualquier  punto  Pp  dentro  de  A Sp 
cuyas  coordenadas  sean  ( xp ,  yp ,  zp).  Defina  A(xp,  yp ,  zp)  —  Ap.  Sea  la  normal  unitaria  positiva  a  A Sp  en  P.  De  la 
suma 

M 

A/'  ■  np^sp 

p= i 

donde  Ap  •  np  es  la  componente  normal  de  Ap  en  Pp. 
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Ahora  se  calcula  el  lfmite  de  esta  suma  cuando  M  — >  de  modo  que  la  dimension  mas  grande  de  cada  A Sp 
tienda  a  cero.  Este  lfmite,  si  existe,  se  denomina  integral  de  superficie  de  la  componente  normal  de  A  sobre  S,  y  se 
denota  asf: 


|  |  A  -  n  dS 

s 


5.18.  Suponga  que  la  superficie  S  tiene  la  proyeccion  R  sobre  el  piano  xy  (vea  la  figura  5-6).  Demuestre  que 

clx  dy 


A*  n  dS  = 


A-n 


In-  k| 


Solution 

De  acuerdo  con  el  problema  5.17,  la  integral  de  superficie  es  el  lfmite  de  la  suma 

M 

Y  Ap'  nPASP 

p=i  (1) 

La  proyeccion  de  A Sp  sobre  el  piano  xy  es  |(np  A Sp)  •  k|  o  bien  |np  •  k|ASp,  que  es  igual  a  Axp  A yp,  por  lo  que 
A Sp  =  AxpAyp/\np  •  k|.  Asf,  la  suma  (1)  se  convierte  en: 


p=  i 


A xp  A y_p 

P  |nP-k| 


(2) 


Segun  el  teorema  fundamental  del  calculo  integral,  el  lfmite  de  esta  suma  cuando  M  — >  de  modo  que  las  mas 

grandes  Axp  y  A yp  tiendan  a  cero,  es: 


A-n 


dx  dy 

|n-k| 


y  se  llega  al  resultado  requerido. 

En  estricto  sentido,  el  resultado  A Sp  =  Axp  byp/\np  •  kjsolo  es  parcialmente  verdadero,  pero  con  un  analisis  mas 
detallado  se  puede  demostrar  que  difieren  solo  en  infinitesimos  de  orden  mas  alto  AxpAyp,  y  con  el  uso  de  esto  se 
demuestra  que  los  limites  de  (1)  y  (2),  en  efecto,  son  iguales. 

z  z 


Figura  5-6 


Figura  5-7 


Problemas  resueltos  (H 


5.19.  E  value  ||v  A  •  n  dS,  donde  A  =  18d  —  12j  +  3yk  y  .S'  es  la  region  del  piano  2x  +  3y  +  6z  =  12,  que  se  localiza 
en  el  primer  octante. 

Sol u  cion 

La  superficie  S  y  su  proyeccion  R  sobre  el  piano  xy  se  presentan  en  la  figura  5-7. 

Del  problema  5.18, 


JJ  A  -  n  dS  = 

s 


R 


A-  n 


dx  dy 

Indd 


Para  obtener  n,  observe  que  un  vector  perpendicular  a  la  superficie  2x  +  3y  +  6z  =  12  esta  dado  por  V(2r  +  3y 
+  6 z)  =  2i  +  3j  +  6k  (vea  el  problema  4.5  del  capftulo  4).  Entonces,  una  normal  unitaria  a  cualquier  punto  de  S 
(vea  la  figura  5-7)  es 


2i  +  3j  +  6k 
V22  +  32  +  62= 


7*  +  fj  + 


Asf,  n  •  k  =  (f  i  +  j j  +  f  k)  •  k  =  ®,  por  lo  que 


dx  dy 

In  •  k| 


7 

-  dx  dy. 
6 


Asimismo, 


A  •  n  =  (18d  -  12j  +  3_vk) •  (=i  +  f  j  +  f  k) 


36--  36+  18y  _  36  -  12x 
~  7 


con  el  uso  del  hecho  de  que,  z  =  (12  —  2x  —  3y)/6,  de  la  ecuacion  de  S.  Entonces: 


JJ  A  •  n  dS  = 

s 


JJA- 

R 


dx  dy 

n-k 


T  /36  —  1 2x\  7 

.J  V  7  /  6 

R 


dx  dy 


JJ  (6  —  2x)  dx  dy 

R 


Para  evaluar  esta  integral  doble  sobre  R ,  se  mantiene  fija  a  x  y  se  integra  con  respecto  de  _y  desde  y  =  0  (P  en  la 
figura  mencionada)  hasta  y  =  (12  —  2x)  /3  ( Q ,  en  la  figura);  despues  se  integra  con  respecto  de  x,  de  x  =  0  a  x  =  6. 
De  esta  manera,  R  queda  cubierta  por  completo.  La  integral  se  convierte  en: 


6  (12— 2jc)/3 

(6  —  2x)  dy  dx 

Jt=0  y=0 


6 


^24-  12x  + 


x=0 


dx  =  24 


Si  se  hubiera  elegido  la  normal  unitaria  positiva  n,  opuesta  a  la  que  se  ilustra  en  la  figura  5-7,  se  habria  obtenido 
—24  corno  resultado. 

5.20.  Evalue  ||v  A  •  n  (IS,  donde  A  =  d  +  xj  —  3y2'k  y  .S'  es  la  superficie  del  cilindro  v2  +  y2  =  16  ubicado  en  el 
primer  octante  entre  z  =  0  y  z  =  5. 


Sol  u  cion 

En  la  figura  5-8  se  proyecta  S  sobre  el  piano  xz  y  se  llama  R  a  dicha  proyeccion.  Observe  que  en  este  caso  no  puede 
usarse  la  proyeccion  de  S  sobre  el  piano  xy.  Por  tanto. 


A*  n  dS  = 


A-n 


dx  dz 

iH+il 


S 


R 
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Una  normal  a  x2  +  y2 
unitaria  a  S  cs 


16  es  V(x2  +  y2)  =  2xi  +  2vj.  Entonces,  como  se  aprecia  en  la  figura  5-8,  la  normal 


2xi  +  2yj  xi  +  yj 
V(2x)2  +  (2 yf  ~  4 


ya  que  x2  +  y2  =  16,  sobre  S. 


A  -  n  =  (zi  +  xj  -  3y2rk) 

.  -«  +  .vj  .  y 

n"  '  =  4  =  4  ' 

Entonces,  la  integral  de  superficie  es  igual  a: 


xi  +  >j\  1 


=  -( xz  +  xy ) 


xz  +  xy 

y 


dxdz  = 


z= 0  x=0 


xz 


Vl6  — . 


+  x  )  dx  dz  = 


(4z  +  8)Jz  =  90 


z=0 


z 


5.21.  E value  ||v  <lm  dS  donde  ([>  =  |xyz  y  S  es  la  superficie  descrita  en  el  problema  5.20. 

Sol  u  cion 

Tenemos 


cjm  dS 


(pn 


dx  dz 


s 


R 


Problemas  resueltos  o 


Con  el  uso  de  n  =  (xi  +  yj)/4,  n  •  j  =  y/4,  como  en  el  problema  5.20,  esta  ultima  integral  se  convierte  en: 


3  3 

-xz(xi  +  yj)dxdz  =  - 


(x2 d  +  xzV  16  —  x2j)  dx  dz 


z=o  *=o 


z=0 


64  64  , 

jZi  +  y  z]  )  dz  =  lOOl  +  lOOj 


5.22.  Suponga  que  F  =  yi  +  (x  —  2xz)j  —  xvk.  Evalue  JJS  (  V  x  F)  •  n  dS,  donde  S  es  la  superficie  de  la  esfera 
x2  +  y2  +  z2  =  a2  sobre  el  piano  xy  (vea  la  figura  5-9). 

Sol u  cion 


i  j  k 

3  3  3 

3.r  3 y  dz 

y  x  —  2 xz  —xy 


=  xi  +  y j  -  2,-k 


Una  normal  a  x2  +  y2  +  z2  =  a2  es 


V(.r2  +  y2  +  z2)  =  2xi  +  2yj  +  2;k 


Entonces,  la  normal  unitaria,  n.  de  la  figura  5-9  esta  dada  por 

_  2x\  +  2yj  +  2zk  _  xi  +  yj  +  zk 
tJAx2  +  4y2  +  4  z1  a 


ya  que  x2  +  y2  +  z1  =  a2. 

La  proyeccion  de  S  sobre  el  piano  xy  es  la  region  R  acotada  por  la  circunferencia  x2  +  y2  =  a2yz  =  0  (vea  la 
figura  5-9).  Entonces, 


(V  x  F)  •  n  dS  = 


(V  x  F)  •  n 


dx  dy 


In-  k| 

(xi  +  yj  -  2  zk) 


xi  +  yj  +  zk\  dx  dy 
a  )  z/a 


a  vaA—  x2- 


x——a  v — _ ./ n2 _ v2 


3(x2  +  y2)  -  2a2 
yja1  -x2  -y2 


dy  dx 


s 
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con  el  uso  del  hecho  de  que  z  =  yj a2  —  x2  —  y2.  Para  evaluar  la  doble  integral  se  transforma  a  coordenadas  polares 
(p,  <t> )  donde  x  =  p  cos <f>,  y  =  p  sen  <p  y  dy  dx,  es  sustituida  por  p  dp  d<]>.  La  doble  integral  se  convierte  en: 


0= 0  p= 0 


3  p2  —  2a2 
yja2  -  fr 


p  dp  d(f>  = 


0=0  p=0 


3  (p2  —  a2)  +  a2 
yj a2  -  fr 


p  dp  d<f> 


^—3 pV a 2  -  p2  +  -^==j  dp  d(j) 


277 

- 

\a  1 

>=0 

(a2  —  p2)3^2  —  a2yja 2  —  p2 

1 

O 

II 

Q. 

2ir 

(a3  —  p3)d(f)  =  0 

(p—0 


z 


5.23.  Sea  F  =  4xzi  —  y2j  +  vzk.  Evalue  f  f  s  F  •  n  dS,  donde  S  es  la  superficie  del  cubo  acotado  por  x  =  0,  x  =  1 , 
j  =  0,  y=lyz  =  0,  z  =  1  (vea  la  figura  5-10). 

Sol  u  cion 

Cara  DEFG:  n  =  i,  x  =  1.  Entonces, 


F  •  n  dS  = 


(4zi  -  y2j  +  yzk)  •  i  dy  dz 


i  i 

4  z  dy  dz=  2 
oo 


Cara  ABCO:  n  =  — i.  x  =  0.  Por  lo  que 


1 1 


F  •  n  dS  = 


(-v2j  +  yzk)*  (-i)  dy  dz  =  0 


ABCO 


oo 


Problemas  resueltos  Q 


Cara  ABEF :  n  =  j,  y  =  1.  Asl, 


F  •  n  dS  = 


(4.rd  -  j  +  zk)  •  j  dx  dz  = 


—dx  dz  =  —  1 


ABEF  0  0 

Cara  OGDC:  n  =  —  j,  y  =  0.  De  modo  que 

F  •  n  dS  = 

OGDC 

Cara  BCDE:  n  =  k,  z  —  1.  Por  tanto 

F  •  n  dS  = 

BCDE  0  0 

Cara  AFGO:  n  =  — k,  z  =  0.  Entonces 


(4*zi)  •  (— j)  dx  dz  =  0 


(4xi  —  >,2j  +  vk)  •  k  dx  dy  = 


y  dx  dy  =  I 


F  •  n  dS  = 


(— v2j)  *  (-k)  dx  dy  =  0 


AFGO  0  0 

A1  sumar,  JJS  F  •  n  dS  =  2  +  0  +  (—  1)  +  0  +  j  +  0  = 

5.24.  A1  estudiar  las  integrales  de  superficie  nos  hemos  limitado  a  aquellas  de  dos  lados.  De  un  ejemplo  de  super- 
ficie  que  no  tenga  dos  lados. 


Solucion 

Tome  una  tira  de  papel  como  la  que  se  denota  con  ABCD  en  la  figura  5-11.  Tuerzala  de  modo  que  los  puntos  A  y 
B  queden  sobre  Dy  C,  respectivamente,  como  se  aprecia  en  la  figura  5-1 1.  Si  n  es  la  normal  positiva  al  punto  P  de 
la  superficie,  invierte  su  direccion  original  cuando  alcanza  a  P  otra  vez.  Si  intentaramos  colorear  un  solo  lado  de  la 
superficie  verfamos  que  toda  ella  quedarla  en  color.  Esta  superficie,  llamada  banda  de  Moebius,  es  ejemplo  de  una 
superficie  de  un  solo  lado.  En  ocasiones  recibe  el  nombre  de  superficie  no  orientable.  Una  superficie  de  dos  lados 
se  llama  orientable. 


Figura  5-11 


Integrales  de  volumen 

5.25.  Sea  <b  =  45.t2y,  y  que  V  denote  la  region  cerrada  limitada  por  los  pianos  4x  +  2y  +  z  =  8,  x  =  0,  y  =  0  y 
z  =  0.  a)  Exprese  |||(,  cj)  dV  como  el  llmite  de  una  suma.  b)  Evalue  la  integral  del  inciso  anterior. 

Solucion 

a)  Subdivida  la  region  V en  Mcubos  con  volumen  A14  =  Ax^Ay^Azt,  k  =  1,2,  ...,  M,  como  se  ilustra  en  la  figura 
5-12,  y  sea  ( Xk ,  Vr,  z*)  un  punto  dentro  del  cubo.  Defina  4>(Xk,  yh  Zk)  —  <Pk-  Considere  la  suma 

M 

k=  1 


(i) 
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tomada  sobre  todos  los  cubos  posibles  en  la  region.  El  lfmite  de  esta  suma,  cuando  M  — >  °°  de  modo  que  las 
cantidades  mas  grandes  A14  tiendan  a  cero,  si  existe,  se  denota  con  JJJV$  dV .  Es  posible  demostrar  que  este 
lfmite  es  independiente  del  metodo  de  subdivision  si  4>  es  continua  en  V. 

A1  formar  la  suma  (1)  sobre  todos  los  cubos  posibles  en  la  region,  es  aconsejable  proceder  de  manera 
ordenada.  Una  posibilidad  es  primero  agregar  todos  los  terminos  de  (1)  que  correspondan  a  los  elementos  de 
volumen  contenidos  en  una  columna  como  PQ  en  la  figura.  Esto  implica  mantener  fijas  a  xk  y  a  yk  y  sumar  so¬ 
bre  todas  las  z.k.  A  continuacion  se  mantiene  fija  a  xk  pero  se  suma  sobre  todas  las  yk.  Esto  requiere  sumar  todas 
las  columnas  PQ  contenidas  en  una  banda  RS  y,  en  consecuencia,  implica  sumar  todos  los  cubos  contenidos  en 
dicha  rebanada.  Por  ultimo,  se  varfa  xk.  Esto  quiere  decir  que  se  suman  todas  las  rebanadas  como  RS. 

En  el  proceso  descrito,  primero  se  toma  la  suma  sobre  las  z.k,  despues  sobre  las  yk  y  por  ultimo  sobre  las  xk. 
Sin  embargo,  es  evidente  que  la  suma  puede  efectuarse  en  cualquier  orden. 


z 


b)  Las  ideas  involucradas  en  el  metodo  de  la  suma  ilustrado  en  el  inciso  a )  se  pueden  usar  para  evaluar  la  integral. 
Si  se  mantiene  a  x  y  y  constantes,  se  integra  de  z  =  0  (base  de  la  columna  PQ)  a  z  =  8  —  4x  —  2y  (parte  supe¬ 
rior  de  la  columna  PQ).  A  continuacion  se  mantiene  constante  axyse  integra  con  respecto  de  y.  Esto  implica 
sumar  las  columnas  que  tienen  su  base  en  el  piano  xy  (z  —  0)  localizadas  en  cualquier  parte  de  R  (donde  y  =  0) 
a  S  (donde  4x  +  2y  =  8,  o  y  =  4  —  2x),  y  la  integracion  es  de  y  =  0  a  y  =  4  —  2x.  Por  ultimo,  se  suman  todas 
las  rebanadas  paralelas  al  piano  yz,  que  implica  integral'  de  x  =  0  a  x  =  2.  La  integracion  se  escribe  asf: 


2  4—2x  8-4.v-2y 


45xzy  dz  dv  dx  =  45 


x“y(8  —  4x  —  2y)  dy  dx 


x=0  y=0  z=0 


x=0  y=0 
2 


=  45 


1 


-x2(4  -  2 xf  dx  =  128 


Nota:  El  resultado  puede  interpretarse  ffsicamente  como  la  masa  de  la  region  V  en  la  cual  la  densidad  (f>  varfa 
de  acuerdo  con  la  formula  <fi  =  45x2y. 


Problemas  complementarios 


5.26.  Sea  F  =  2xzi  —  jcj  +  y2 k.  Evalue  |  |  |v/  F  dV  donde  V  es  la  region  limitada  por  las  superficies  x  =  0,  y  =  0, 
y  =  6,  z  =  r  y  z  =  4,  como  se  ilustra  en  la  figura  5-13. 

Sol u  cion 

La  region  V  queda  cubierta  a)  manteniendo  fijas  a  x  y  y  e  integrando  de  z  —  x2  a  z  =  4  (de  la  base  a  la  parte  superior 
de  la  columna  PQ,  b)  despues  se  mantiene  fija  a  x  y  se  integra  de  y  —  0  a  y  =  6  (R  a  S  se  encuentra  en  la  banda),  c) 
finalmente  se  integra  dex  =  0ax  =  2  (donde  z  =  x2  interseca  a  z  =  4).  Asf,  la  integral  requerida  es 


(2xzi  —  xj  +  y2k)  dz  dy  dx 


x=0  y=0  z=x2 


=  illl  2 xz  dz  dy  dx  —  j  \  x  dz  dy  dx  +  k  \  y2  dz  dy  dx  =  128i  —  24j  +  384k 


Figura  5-13 


Figura  5-14 


5.27.  Calcule  el  volumen  de  la  region  comun  a  los  cilindros  que  se  intersecan,  x2  +  y2  =  a~  y  x2  +  z2  =  a2. 

Sol  u  cion 

El  volumen  requerido  =  8  veces  el  volumen  de  la  region  ilustrada  en  la  figura  5-14. 


a  y/aA  —xA  v  a  —xA 


dz  dy  dx 


x=0  y= 0  Z— 0 


a  v  u  —x  a 

8  Va2  —  x2  dy  dx  =  8  ( a 2  —  x2)  dx  =  — - — 


x=0  y= o 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


5.28.  Suponga  que  R(>)  =  (3 r  —  /) i  +  (2  —  6t)j  —  4fk.  Encuentre  a)  J  R(?)  dt  y  b )  J74  R(f)  dt. 

5.29.  Evalue  fZ'2  (3  sen  id  +  2  cos  wj)  du. 

5.30.  Sea  A (t)  =  ri  —  t1 j  +  (r  —  l)k  y  B(r)  =  2ri  +  6fk.  Evalue  a)  Jq  A-  B  dt  y  b)  J0‘  A  x  B  dt. 

5.31.  Sea  A  =  ri  —  3 j  +  2rk,  B  =  i  —  2j  +  2k  y  C  =  3i  +  fj  —  k.  Evalue  a)  \2  A-BxCrfty  b)  J2  A  x  (B  x  C)  dt. 


^  CAPITULO  5  INTEGRACION  VECTORIAL 


5.32.  La  aceleracion,  a,  de  una  partfcula  en  cualquier  momento  t  >  0,  esta  dada  por  a  =  e  1  i  —  6(t  +  l)j  +  3  sen  /k.  Si 
la  velocidad,  v,  y  el  desplazamiento,  r,  son  iguales  a  cero  en  t  =  0,  obtenga  v  y  r  en  cualquier  momento. 

5.33.  La  aceleracion  a  de  un  objeto  en  cualquier  momento  t  esta  dada  por  a  =  — gj,  donde  g  es  una  constante.  En 
t  —  0,  la  velocidad  esta  dada  por  v  =  v0  cos  0o i  +  v0  sen  0oj,  y  el  desplazamiento  es  r  =  0.  Encuentre  v  y  r  en 
cualquier  momento  t  >  0.  Esto  describe  el  movimiento  de  un  proyectil  disparado  por  un  canon  inclinado  un  angulo 
60  respecto  del  eje  positivo  de  las  x,  con  velocidad  inicial  de  magnitud  v0. 

5.34.  Suponga  que  A(2)  =  2i  —  j  +  2k  y  A(3)  =  4i  —  2j  +  3k.  Evalue  J3  A-  ( dA/dt )  dt. 

5.35.  Encuentre  la  velocidad  superficial  de  una  partfcula  que  se  mueve  a  lo  largo  de  la  trayectoria  r  =  a  cos  coti  +  b  sen 

cotj,  donde  a,  b  y  co  son  constantes  y  t  es  el  tiempo. 

5.36.  Demuestre  que  los  cuadrados  de  los  periodos  de  los  planetas  en  su  movimiento  alrededor  del  Sol  son  proporciona- 
les  a  los  cubos  de  los  ejes  mayores  de  sus  trayectorias  elfpticas  (tercera  ley  de  Kepler). 

5.37.  Sea  A  =  (2y  +  3)i  +  xz  j  +  (yz  ~  x)k.  Evalue  Jc  A  -  dr  a  lo  largo  de  las  trayectorias  siguientes  C: 

a)  x  =  2t1,  y  =  ty  z  =  t3,  de  f  =  0  a  f  =  1, 

b)  las  lfneas  rectas  de  (0,  0,  0)  a  (0,  0,  1),  despues  a  (0,  1,  1)  y  luego  a  (2,  1,  1), 

c)  la  lfnea  recta  que  une  a  (0,  0,  0)  y  (2,  1.  1). 

5.38.  Suponga  que  F  =  (5xy  —  6x2)i  +  (2y  —  4x)j.  Evalue  Jc  F-  dr  a  lo  largo  de  la  curva  C  en  el  piano  xy,  y  =  x3,  del 
punto  (1.  1)  al  punto  (2,  8). 

5.39.  Sea  F  =  (2x  +  y)i  +  f 3  v  —  x)j.  Evalue  |r  F-  dr  donde  C  es  la  curva  en  el  piano  xy  que  consiste  en  las  lfneas  rectas 
de  (0,  0)  a  (2,  0),  y  despues  a  (3,  2). 

5.40.  Encuentre  el  trabajo  realizado  cuando  una  partfcula  se  mueve  en  el  campo  de  fuerzas  F  =  3x2i  +  (2 xz  ~  y),j  +  "k 
a  lo  largo  de: 

a)  la  lfnea  recta  de  (0,  0,  0)  a  (2,  1,  3). 

b)  la  curva  en  el  espacio  x  =  2 12,  y  =  tyz  =  4r  —  rdet  =  0af  =  1. 

c)  la  curva  definida  por  x2  =  4y  y  3x3  =  8z,  de  x  =  0  a  x  =  2. 

5.41.  Evalue  F-  dr  donde  F  =  (x  —  3v)i  +  (y  —  2x)j  y  C  es  la  curva  cerrada  en  el  piano  xy,x—  2  cos  t  y  y  =  3  sen  t, 
de  t  =  0  a  t  =  2  n. 

5.42.  Suponga  que  T  es  un  vector  unitario  tangente  a  la  curva  C,r  —  r (u).  Demuestre  que  el  trabajo  realizado  cuando  se 
mueve  una  partfcula  en  un  campo  de  fuerzas  F  a  lo  largo  de  C,  esta  dado  por  Jc  F-  T  ds,  donde  s  es  la  longitud  de 
arco. 

5.43.  Sea  F  =  (2x  +  y2)i  +  (3y  —  4x)j.  Evalue  fcF-  dr  alrededor  del  triangulo  C  de  la  figura  5-15  a)  en  la  direccion 
indicada  y  b)  opuesto  a  la  direccion  que  se  indica. 


Figura  5-15 


Figura  5-16 


Problemas  complementarios  ^ 


5.44.  Sea  A  =  (x  —  y)i  +  (a  +  y)j.  Evalue  A-  dr  alrededor  de  la  curva  cerrada  C  de  la  figura  5-16. 

5.45.  Sea  A  =  (y  —  2x)i  +  (3a  +  2y)j.  Calcule  la  circulation  de  A  sobre  una  circunferencia  C  en  el  piano  xy  con  centra 
en  el  origen  y  radio  igual  a  2,  si  C  se  recorre  en  la  direction  positiva. 

5.46.  a)  Suponga  que  A  =  (4xy  —  3x2z2)i  +  2x2j  —  2x3~k.  Demuestre  que  |(,  A  -  dr  es  independiente  de  la  curva 

C  que  une  a  dos  puntos  dados,  b)  Demuestre  que  hay  una  funcion  diferenciable  <(>  tal  que  A  =  Vr/x  y 
encuentrela. 

5.47.  a)  Demuestre  que  F  =  (y2  cos  x  +  z3)i  +  (2y  sen  x  —  4)j  +  (3a z2  +  2)k  es  un  campo  de  fuerzas  conser- 

vativo. 

b)  Calcule  el  potential  escalar  para  F. 

c)  Determine  el  trabajo  realizado  cuando  un  objeto  se  mueve  en  este  campo,  de  (0,  1,  —1)  a  in! 2,  —  1,  2). 

5.48.  Demuestre  que  F  =  r2r  es  conservative  y  calcule  su  potential  escalar. 

5.49.  Determine  si  el  campo  de  fuerzas  F  =  2xzi  +  (a2  —  y)j  +  (2z  —  A2)k  es  conservative  o  no  conservativo. 

5.50.  Demuestre  que  el  trabajo  realizado  sobre  una  partlcula  al  moverla  de  A  a  B  es  igual  a  su  cambio  en  energla  cinetica 
en  dichos  puntos,  sea  o  no  conservativo  el  campo  de  fuerzas. 

5.51.  Dado  A  =  (yz  +  2A)i  +  xz  j  +  (xy  +  2z)k.  Evalue  Jc  A  •  dr  a  lo  largo  de  la  curva  a2  +  y2  =  1  y  z  —  1 ,  en  la  direc¬ 
tion  positiva  de  (0,  1.  1)  a  (1,  0,  1). 

5.52.  a)  Sea  E  =  rr$.  ^Existe  una  funcion  0  tal  que  E  =  —  V0?  Si  es  asf,  encuentrela.  b)  Evalue  E-  dr,  si  C  es  cual- 
quier  curva  cerrada  simple. 

5.53.  Demuestre  que  (2a  cos  y  +  z  sen  y)  dx  +  (xz  cos  y  —  a2  sen  y)  dy  +  x  sen  y  dz  es  una  diferencial  exacta.  Con  base 
en  lo  anterior  resuelva  la  ecuacion  diferencial  (2a  cos  y  +  z  sen  y)  dx  +  (az  cos  y  —  x2  sen  y)  dy  +  x  sen  y  dz  =  0. 

5.54.  Resuelva  a)  (e~y  +  3x2y2)  dx  +  (2A3y  —  xe~y)  dy  =  0, 

b)  (z  —  e~x  sen  y)  dx  +  (1  +  e~x  cos  y)  dy  +  (x  —  8z)  dz  =  0. 

5.55.  Dada  0  =  2xy2z  +  A2y,  evalue  Jc  0  dr,  donde  C 

a)  es  la  curva  x  =  t,  y  =  t2  y  z  =  t2,  det  =  0af  =  1, 

b)  consiste  en  lrneas  rectas  que  van  de  (0,  0,  0)  a  (1,  0,  0),  despues  a  (1,  1,  0)  y  luego  a  (1,  1,  1). 

5.56.  Sea  F  =  2yi  —  rj  +  .vk.  Evalue  [r  F  x  dr  a  lo  largo  de  la  curva  a  =  cos  t,  y  =  sen  t  y  z  =  2  cos  /,  de  ;  =  0  a 

t  =  7T/2. 

5.57.  Suponga  que  A  =  (3a  +  y)i  —  .rj  +  (y  —  2)k  y  que  B  =  2i  —  3j  +  k.  Evalue  (A  x  B)  x  dr  alrededor  de  la 
circunferencia  situada  en  el  piano  Ay,  con  centro  en  el  origen,  y  con  radio  igual  a  2  que  se  recorre  en  la  direction 
positiva. 

5.58.  Evalue  JJS  A-  n  dS  para  cada  uno  de  los  casos  siguientes. 

a)  A  =  yi  +  2xj  —  zk  y  S  es  la  superficie  del  piano  2a  +  y  =  6,  en  el  primer  octante,  cortado  por  el  piano  z  =  4. 

b)  A  =  (a  +  y2)i  —  2aj  +  2yzk  y  S  es  la  superficie  del  piano  2x  +  y  +  2z  =  6  en  el  primer  octante. 

5.59.  Suponga  que  F  =  2yi  —  zj  +  A2k  y  S  es  la  superficie  del  cilindro  parabolico  y2  =  8a,  en  el  primer  octante  limitado 
por  los  pianos  y  =  4  y  z  =  6.  Evalue  JJS  F-  n  dS. 

5.60.  Suponga  que  A  =  6zi  +  (2a  +  y)j  —  tk.  Evalue  ||  v  A  ■  n  dS  sobre  toda  la  superficie  S  de  la  region  limitada  por  el 
cilindro  a2  +  z2  =  9,  a  =  0,  y  =  0,  z  =  0  y  y  =  8. 


CAPITULO  5  INTEGRACION  VECTORIAL 


5.61.  Evalue  JJsr-  n  dS  sobre:  a)  la  superficie  S  del  cubo  unitario  acotado  por  los  pianos  coordenados  y  los  pianos 
x  =  1,  y  =  1  y  z  =  I ;  b)  la  superficie  de  una  esfera  de  radio  a  y  con  su  centra  en  (0,  0,  0). 

5.62.  Suponga  que  A  =  4xzi  +  xy^j  +  3~k.  Evalue  |jv  A  •  n  dS  sobre  toda  la  superficie  de  la  region  por  arriba  del  piano 
xy  acotada  por  el  cono  z2  =  x2  +  y2  y  el  piano  z  =  4. 


5.63. 


5.64. 

5.65. 

5.66. 

5.67. 

5.68. 

5.69. 

5.70. 


a)  Sea  R  la  proyeccion  de  una  superficie  S  sobre  el  piano  xy.  Demuestre  que  su  area  de  S  esta  dada  por 


3  z 


dx 


dz 


fy. 


1+1  —  1  + 1  —  )  dx  dy  si  la  ecuacion  para  S  es  z  —  /(x,  y). 


b)  ^Cual  es  el  area  de  la  superficie  si  S  tiene  la  ecuacion  F(x,  y,  z)  =  0? 


Encuentre  el  area  de  la  superficie  del  piano  x  +  2y  +  2z  =  12  cortado  por  a)  x  =  0,  y  =  0,  x  =  1,  y  =1;  b)  x  =  0, 
y  =  0  y  x2  +  y2  =  16. 


Calcule  la  superficie  de  la  region  comun  a  los  cilindros  que  se  intersecan  x2  +  y2  =  a2  y  x2  +  z2  —  a2. 

Evalue  a)  JJS  ( V  x  F)  •  n  dS  y  b)  JJS  cjm  dS,  si  F  =  (x  +  2y)i  —  3zj  +  xk,<p  =  4x  +  3y  —  2z,  y  S  es  la  superficie  de 
2x  +  y  +  2z  =  6  limitada  por  x  =  0,  x  =  1,  y  =  0  y  y  =  2. 

Resuelva  el  problema  anterior  si  S  es  la  superficie  de  2x  +  y  +  2z  =  6  limitada  por  x  =  0,  y  =  0  y  z  =  0. 

Evalue  JJ^^x2  +  y2  dx  dy  sobre  la  region  R  en  el  piano  xy  limitado  por  x2  +  y2  =  36. 

Evalue  JJJy  (2x  +  y)  dV,  donde  V  es  la  region  cerrada  acotada  por  el  cilindro  z  =  4  —  x2,  y  los  pianos  x  =  0, 
y  =  0,  y  =  2  y  z  =  0. 

Suponga  que  F  =  (2x2  —  3z)i  —  2xyj  —  4xk.  Evalue  a)  F  dV  y  b)  JJJvV  x  F  dV,  donde  V  es  la  region 

cerrada  limitada  por  los  pianos  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0  y  2x  +  2y  +  z  =  4. 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


5.28. 

a)  (t3  —  ?2/ 2)i  +  (2 1  —  3f2)j  —  2t2k  +  c  y 

b)  50i  -  32j  -  24k 

5.40. 

a)  16,  b)  14.2  y  c)  16 

5.29. 

3i  +  2j 

5.41. 

677,  si  C  se  recorre  en  la  direccion  positiva  (en  sentido 
contrario  al  movimiento  de  las  manecillas  del  reloj). 

5.30. 

40  65 

a)  12,  b)  — 24i  — —  j  +  — k 

5.43. 

a)  — 14/3  y  b)  14/3 

5.31. 

„  87.  44.  15, 

fl)0-  b)~Y1-Yi+Yk 

5.44. 

2/3 

5.32. 

v  =  (1  —  e~')i  —  (3 12  +  6r)j  +  (3  —  3  cos  f)k, 
r  =  (t  —  1  +  e~‘)i  —  (t3  +  3f2)j  +  (3?  —  3  sen  r)k 

5.45. 

877 

5.33. 

v  =  v0  cos  0oi  +  (v0  sen  60  -  gt) j, 
r  =  (v0  cos  60)ti  +  [(v0  sen  0o)t  -  \gt2}) 

5.46. 

b)  (f>  =  2x2y  —  x3z2  +  constante 

5.34. 

10 

5.47. 

b)  <f>  —  y2  sen  x  +  xz3  —  4y  +  2z  +  constante, 

C)  15  +  477 

A 

5.35. 

\aboAi 

5.48. 

.  r 

<l>  =  —  +  constante 

4 

5.37. 

a )  288/35,  b)  10,  c)  8 

5.49. 

no  conservative 

5.38. 

35 

5.51. 

1 

5.39. 

11 

5.52. 

r 3 

a)  <p  =  —  —  +  constante,  b)  0 

RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


5.53.  x2  cos  y  +  xz  sen  y  =  constante 


5.54.  a)  xe  y  +  x'y 2  =  constante  y 

b)  xz  +  e~x  sen  y  +  y  —  4 z2  =  constante 


5.55. 

5.56. 


19.  11.  75,  1. 

fl)  45,  +  l5J  +  77k’  b)  2J  +  2R 


5.57.  47r(7i  +  3j) 

5.58.  a)108yi>)81 

5.59.  132 

5.60.  18tt 


5.61.  a)  3  y  b)  4i ra3 


5.62.  32077- 


5.64.  a)  111  y  b)  6n 

5.65.  16a2 

5.66.  a)  1,  b)  2i  +  j  +  2k 

5.67.  a)  9/2,  b)  72i  +  36j  +  72k 

5.68.  14477- 

5.69.  80/3 

5.70.  a)|yfc)|(j-k) 


El  teorema  de  la  divergencia, 
el  teorema  de  Stokes  y  otros 
teoremas  de  integracion 

6.1  INTRODUCCION 

El  calculo  elemental  afirma  que  el  valor  de  la  integral  definida  de  una  funcion  continua, /(.*),  en  un  intervalo  cerrado, 
[a,  b],  se  obtiene  de  la  antiderivada  de  la  funcion  evaluada  en  los  extremos  ay  b  (frontera)  del  intervalo. 

Se  da  una  situacion  analoga  en  el  piano  y  el  espacio.  Es  decir,  existe  una  relacion  entre  una  integral  doble  sobre 
ciertas  regiones  R  en  el  piano,  y  una  integral  de  lfnea  sobre  la  frontera  de  la  region  R.  De  manera  similar,  hay  una 
relacion  entre  la  integral  de  volumen  sobre  ciertos  volumenes  V  en  el  espacio  y  la  integral  doble  sobre  la  superficie 
de  la  frontera  de  V. 

En  este  capitulo  se  estudian  estos  y  otros  teoremas. 


6.2  Teoremas  principales 

Se  aplican  los  teoremas  siguientes: 

teorema  6.1  (Teorema  de  la  divergencia  de  Gauss)  Suponga  que  V  es  el  volumen  limitado  por  una 

superficie  cerrada  S  y  que  A  es  una  funcion  vectorial  de  posicion  con  derivadas  continuas. 
Entonces: 


V  •  A  dV  = 


A  •  n  dS  =  (d)  A  •  dS 


TEOREMA  6.2 


donde  n  es  la  normal  positiva  (dirigida  hacia  fuera)  a  S. 


(Teorema  de  Stokes)  Suponga  que  S  es  una  superficie  abierta,  de  dos  lados,  limitada  por 
una  curva  C  cerrada  que  no  se  interseca  a  si  misma  (curva  simple  cerrada),  y  suponga  que  A 
es  una  funcion  vectorial  de  posicion  con  derivadas  continuas.  Entonces, 


(b  A*  dr  = 


( V  x  A  )  •  n  dS  = 


( V  x  A)  •  dS 


c  s 


s 


donde  C  se  recorre  en  la  direccion  positiva. 


6.3  Teoremas  integrales  relacionados  ^ 


La  direction  de  C  se  llama  positiva  si  un  observador  que  caminara  sobre  la  frontera  de  S  en  esa  direccion,  con 
su  cabeza  vuelta  hacia  la  direccion  de  la  normal  positiva  a  S.  tuviera  la  superficie  a  su  izquierda. 

teorema  6.3  (Teorema  de  Green  en  el  piano)  Suponga  que  R  es  una  region  cerrada  en  el  piano  xy, 

limitada  por  una  curva  simple  cerrada,  C,  y  que  My  N  son  funciones  continuas  de  x  y  y  que 
tienen  derivadas  continuas  en  R.  Entonces 


j)  M  dx  +  N  dy 
c 


/3 N 
V  dx 


dx  dy 


donde  C  se  recorre  en  la  direccion  positiva  (en  sentido  contrario  al  movimiento  de  las  ma- 
necillas  del  reloj). 

A  menos  que  se  diga  otra  cosa,  siempre  supondremos  que  <j>  significa  que  la  integral  esta  descrita  en  el  sentido 
positivo. 

El  teorema  de  Green  en  el  piano  es  un  caso  especial  del  teorema  de  Stokes  (vea  el  problema  6.4).  Asimismo, 
es  de  interes  observar  que  el  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss  es  una  generalizacion  del  teorema  de  Green  en  el 
piano,  en  el  cual  la  region  (piano)  R  y  su  frontera  cerrada  (curva)  C  son  sustituidas  por  una  region  (en  el  espacio)  V 
y  su  frontera  (superficie)  cerrada  S.  Por  esta  razon,  el  teorema  de  la  divergencia  con  frecuencia  recibe  el  nombre  de 
teorema  de  Green  en  el  espacio  (vea  el  problema  6.4). 

El  teorema  de  Green  en  el  piano  tambien  se  cumple  para  regiones  limitadas  por  un  numero  finito  de  curvas 
simples  cerradas  que  no  se  intersecan  (vea  los  problemas  6.10  y  6.1 1). 


6.3  Teoremas  integrales  relacionados 


Se  aplican  las  proposiciones  siguientes. 
proposicion  6.4:  Se  cumplen  las  leyes  que  siguen: 


[<£VV+(V<£)*(Vtfr)]  dV  = 


( 4>S74 i)  •  dS 


v  s 

Esta  se  llama  primera  identidad  o  teorema  de  Green. 


ii) 


(<£VV-  (//V2c P)  dV  = 


-  i/A70)  •  dS 


v 


s 


Esta  se  denomina  segunda  identidad.  o  teorema  asimetrico  de  Green.  Consulte  el  pro¬ 
blema  6.21. 


Hi) 


V  x  A  dV  = 


(n  x  A)  dS  = 


dS  x  A 


Note  que  aquf  el  producto  punto  del  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss  es  reemplaza- 
do  por  el  producto  cruz  (vea  el  problema  6.23). 


proposicion  6.5: 


iv)  c  >  cj)  dr  = 


(n  x  V<£)  dS  = 


dS  x  Vr/j 


c  s  s 

Sea  que  i)/  representa  ya  sea  una  funcion  vectorial  o  escalar,  segun  si  el  sfmbolo  °  denota  un 
producto  punto  o  un  producto  cruz,  o  una  multiplicacion  ordinaria.  Entonces, 


i ) 


V  o  if/  clV  = 


n  o  i  f)  dS  = 


dS  o  ip 


v 


s 


s 
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ii)  ( )  dr  o  i//  =  (n  x  V)  o  i (/  dS  =  (d S  x  V)  o  if/ 


El  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss,  el  de  Stokes  y  las  proposiciones  6.4,  Hi )  y  iv),  son  casos  especiales  de 
estos  resultados  (vea  los  problemas  6.22,  6.23  y  6.34). 

Forma  integral  del  operador  V 


Es  de  interes  que,  con  la  terminologia  del  problema  6.19,  el  operador  V  se  exprese  en  forma  simbolica  como  sigue: 

Vo=  lfm  — ' —  (JdS° 
av— >o  Av  x 

AS 


donde  o  denota  un  producto  punto,  un  producto  cruz  o  una  multiplicacion  (vea  el  problema  6.25).  El  resultado  es 
de  utilidad  para  ampliar  los  conceptos  de  gradiente,  divergencia  y  rotacional  a  sistemas  coordenados  distintos  del 
rectangular  (vea  los  problemas  6.19  y  6.24,  y  el  capitulo  7). 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


Teorema  de  Green  en  el  piano 

6.1.  Demuestre  el  teorema  de  Green  en  el  piano,  donde  C  es  una  curva  cerrada  que  tiene  la  propiedad  de  que 
cualquier  linea  recta  paralela  a  los  ejes  coordenados  corta  a  C  en  dos  puntos  como  maximo. 

Sol u  cion 


Sean  las  ecuaciones  de  las  curvas  AEB  y  AFB  (vea  la  figura  6-1)  y  =  Y\(x)  y  y  =  Y2(x),  respectivamente.  Si  R  es  la 
region  acotada  por  C,  tenemos  lo  siguiente: 

b  Y2(x)  b  Y2(x)  b 

—  dx  dy  =  — dy  dx  =  M(x,y)  dx  =  [M(x,Y2)  —  M(x,Yi)]dx 

,  J  9 y  '  J  J  dy  J 

R  x=a  y—Yi(x)  x=a  y~Yi(,x)  a 


=  —  M(x,  Y\)dx  —  M(x,  Y2)  dx  =  —  &>  M  dx 


Entonces, 


IT  dM 

< )  M  dx=  —  —  dx  dy 

JJ  dv 

c  R 


De  manera  similar,  sean  las  ecuaciones  de  las  curvas  EAF  y  EBF\  x  =  Xi(y)  y  x  =  X2(y),  respectivamente. 
Entonces, 


™dxdy  = 
dx 


f  Xi(y) 


y=e  x=Xt(y ) 


—  dx  dy  =  [N(X2 ,  y)  -  N(X , ,  y)]  dy 

OX 


=  J  N(X\,  y)  dy  +  J  N(X2,y)  dy  =  j)  N dy 
f  e 


ff  dN 

N  dy  =  —  dx  dy 

JJ  dx 

R 


Problemas  resueltos  ^ 


Se  suman  (1)  y  (2)  y  resulta: 


j)  M  dx  +  N  dy 
c 


(dN 

\3x 


dxdy. 


y 


y 


Verifique  el  teorema  de  Green  en  el  piano  para  <j >c  (xy  +  y2)  dx  +  x2  dy,  donde  C  es  la  curva  cerrada  de  la 
region  limitada  por  y  =  x  y  y  =  x2  (vea  la  figura  6-2). 


Solucion 

En  la  figura  6-2  se  aprecia  que  y  =  x  y  y  =  x2  se  intersecan  en  (0,  0)  y  (1,  1),  y  tambien  la  direccion  positiva  en 
que  se  recorre  C. 

A  lo  largo  de  y  =  x2,  la  integral  de  lmea  es  igual  a: 

l  l 

[(XXx2)  +  x4]  dx  +  (x2)(2x)  dx  = 

0  0 


19 

(3x3  +  x4)  dx  =  — 

20 


A  lo  largo  de  y  =  x,  de  (1,  1)  a  (0,  0),  la  integral  de  lmea  es  igual  a: 


o 

[(x)(x)  +  x2]  dx  +  x2  dx 

l 


o 

3x2  dx  —  —  1 

l 


Entonces,  la  integral  de  lmea  requerida 


19 

20 


1 

20' 


(dN 

\3x 


R 


3 

dy 


(xy  +  y2) 


dxdy 


l 


o 


1  X 


(. x  —  2 y)  dx  dy  = 


(x  —  2 y)  dy  dx 


R 


x— 0  y=x2 


'X 

(x-2 y)dy 


dx  = 


l 

2  \X 

(xy-y  )  dx 

I XL 

0 


(x4  —  x3)  dx  = - 

J  20 

o 


con  lo  que  se  verifica  el  teorema. 
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6.3. 


Amplie  la  prueba  del  teorema  de  Green  en  el  piano  dado  en  el  problema  6.1,  a  las  curvas  C  para  las  cuales 
hay  li'neas  rectas  paralelas  a  los  ejes  coordenados  que  pueden  cortar  a  C  en  mas  de  dos  puntos. 


Solution 

Considere  una  curva  cerrada  C  eomo  la  que  se  aprecia  en  la  figura  6-3,  en  la  que  rectas  paralelas  a  los  ejes  cortan 
a  C  en  mas  de  dos  puntos.  A1  construir  la  recta  ST  la  region  queda  dividida  en  dos  regiones  (i?i  y  R2),  que  son  del 
tipo  considerado  en  el  problema  6. 1  y  para  el  cual  se  aplica  el  teorema  de  Green,  es  decir. 


STUS 


Figura  6-3 

M  dx  +  N  dy  = 

M  dx  +  N  dy  = 


SVTS 


r2 


f  fdN  dM 
dx  dy 

(■  /  dN  9M\ 

a^_"a y) 


dxdy 

(1) 

dxdy 

(2) 

A1  sumar  los  lados  izquierdo  y  derecho  de  (1)  y  (2),  con  la  omision  del  integrando  M  dx  +  N  dy  en  cada  caso, 
se  obtiene  lo  siguiente. 


STUS  SVTS  ST  TVS  SVT  TS  TUS  SVT  TUSVT 


y  con  el  hecho  de  que 

ST  TS 

A1  sumar  los  lados  derechos  de  (1)  y  (2),  con  la  omision  del  integrando, 

+  = 
r2 

donde  R  consiste  en  las  regiones  R\  y  R2.  Entonces, 

M  dx  +  N  dy  = 

TUSVT  R 


8 N  8M\  ,  , 

a7 


con  lo  que  se  demuestra  el  teorema. 


Problemas  resueltos  ^ 


Una  region  R  como  la  considerada  aqui  y  en  el  problema  6.1,  para  la  que  cualquier  curva  cerrada  que  se  loca- 
lice  en  R  puede  ser  reducida  continuamente  a  un  punto  sin  salir  de  R,  se  llama  region  de  conexion  simple  (o  sim- 
plemente  conexa).  Una  region  que  no  sea  de  conexion  simple  se  denomina  de  conexion  multiple.  Se  ha  demostrado 
aqui  que  el  teorema  de  Green  en  el  piano  se  aplica  a  regiones  de  conexion  simple  limitadas  por  curvas  cerradas.  En 
el  problema  6.10,  el  teorema  se  extiende  a  regiones  de  conexion  multiple. 

Para  regiones  mas  complicadas  que  las  de  conexion  simple  puede  ser  necesario  construir  mas  rectas,  tales 
como  ST,  a  fin  de  establecer  el  teorema. 


Exprese  el  teorema  de  Green  en  el  piano  con  notacion  vectorial. 


Solucion 


Tenemos  que  M  dx  +  N  dy  =  (Mi  +  Nj)  •  (dxi  +  dy j)  =  A  •  dr,  donde  A  =  Mi  +  Nj  y  r  =  xi  +  yj,  por  lo  que 
dr  =  dxi  +  dy j. 

Asimismo,  si  A  =  Mi  +  Nj,  entonces 


V  x  A  = 


3 

dx 


M 


j 

3 

dy 

N 


k 

3 

dz 

0 


3 N.  3 M.  /3 N  3M\ 
dz  dz  \  dx  dy  ) 


por  lo  que  (V  X  A)  •  k  =  (3 N/dx)  —  (dM/dy). 

Entonces,  el  teorema  de  Green  en  el  piano  puede  escribirse: 


<p  A  •  dr  = 


(V  x  A)  •  k  dR 


donde  dR  =  dx  dy. 

Una  generalizacion  de  este  a  superficies  S  en  el  espacio  que  tienen  una  curva  C  como  frontera,  conduce  de 
manera  natural  al  teorema  de  Stokes,  lo  que  se  prueba  en  el  problema  6.31. 


Otro  metodo 


Como  antes,  M  dx  +  N  dy  =  A  •  dr  =  A  •  ( dr/ds )  ds  =  A  •  T  ds,  donde  dr/ds  =  T  =  vector  tangente  unitario  a  C 
(vea  la  figura  6-4).  Si  n  va  hacia  fuera  de  la  normal  unitaria  a  C,  entonces  T  =  k  X  n,  por  lo  que 


M  dx  +  N  dy  =  A  •  T  ds  =  A  •  (k  x  n)  ds  =  (A  x  k)  •  n  ds 

Como  A  =  Mi  +  N],  B  =  A  X  k  =  (Mi  +  Nj)  X  k  =  M  —  Mj  y  (dN/dx)  —  (dM/dy)  =  V  •  B.  Entonces,  el  teorema 
de  Green  en  el  piano  se  convierte  en: 


d)  B  •  n  ds  = 


V-B  dR 


c 


R 


donde  dR  =  dx  dy. 


O 


Figura  6-4 
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La  generalizacion  de  este  al  caso  en  que  la  diferencial  de  arco  de  longitud,  ds,  de  una  curva  cerrada  C  es 
reemplazada  por  la  diferencial  de  area,  dS,  de  una  superficie  cerrada,  S,  y  la  region  del  piano  correspondiente,  R, 
encerrada  por  C,  es  sustituida  por  el  volumen  V  encerrado  por  S,  lleva  al  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss,  o 
teorema  de  Green  en  el  espacio. 


B  •  n  dS  = 


V-B  dV 


s 


v 


6.5.  Interprete  fisicamente  el  primer  resultado  del  problema  6.4. 


Solucion 

Si  A  denota  el  campo  de  fuerzas  que  actua  sobre  una  particula,  entonces  A  •  Jr  es  el  trabajo  realizado  cuando 
la  particula  se  mueve  alrededor  de  una  trayectoria  cerrada  C,  y  se  determina  por  medio  del  valor  de  V  X  A.  Se 
concluye,  en  particular,  que  si  V  x  A  =  0,  o,  de  manera  equivalente,  si  A  =  V  </>,  entonces  la  integral  alrededor  de 
una  trayectoria  cerrada  es  igual  a  cero.  Esto  quiere  decir  que  el  trabajo  efectuado  al  mover  la  particula  de  un  punto 
del  piano  a  otro  es  independiente  de  la  trayectoria  que  los  une  o  que  el  campo  de  fuerzas  es  conservativo.  Estos 
resultados  ya  se  demostraron  para  campos  de  fuerzas  y  curvas  en  el  espacio  (vea  el  capitulo  5). 

A  la  inversa,  si  la  integral  es  independiente  de  la  trayectoria  que  une  dos  puntos  cualesquiera  de  una  region,  es 
decir:  si  la  integral  alrededor  de  cualquier  trayectoria  cerrada  es  igual  a  cero,  entonces  V  X  A  =  0.  En  el  piano,  la 
condicion  V  X  A  =  0  es  equivalente  a  la  condicion  dM/dy  =  dN/dx,  donde  A  =  Mi  +  Nj. 

6.6.  E  value  X( (T  oV  (10-*4  ~  2xy3)  dx  —  3x1y1  dy  a  lo  largo  de  la  trayectoria  x4  —  6 xy3  =  4y2. 

Solucion 

La  evaluacion  directa  es  dificil.  Sin  embargo,  note  que  M  =  lO.v4  —  2xy3,  N  —  —3x2y2  y  que  dM/dy  =  —  6xy2 
=  dN/dx,  de  lo  que  se  concluye  que  la  integral  es  independiente  de  la  trayectoria.  Entonces,  puede  usarse  cualquier 
trayectoria,  por  ejemplo  la  que  consiste  en  segmentos  de  rectas  que  van  de  (0,  0)  a  (2,  0)  y  luego  de  (2,  0)  a  (2,  1). 

A  lo  largo  de  la  trayectoria  recta  que  va  de  (0, 0)  a  (2, 0),  y  =  0,  dy  =  0,  y  la  integral  es  igual  a  Jj=0  l(k4  dx  =  64. 

Pi  ", 

Para  la  trayectoria  recta  que  une  a  (2,  0)  con  (2,  1),  x  =  2,  dx  =  0,  y  la  integral  es  igual  a  Jv=o  —  12y  dy  =  —4. 
Asf  el  valor  requerido  de  la  integral  de  lrnea  es  =  64  —  4  =  60. 


Otro  metodo 

Como  dM/dy  =  dN/dx,  (lO.v4  —  2xy3)  dx  —  3x1y2  dy  es  una  diferencial  exacta  (de  2*5  —  x2y3).  Entonces, 


(2.1) 


(2,1) 


(10x4  —  2xy3)  dx  —  3x2y2  dy  = 


d(2x5  —  x2y3)  =  2x?  —  x2yi  =  60 


(2,1) 

(0,0) 


(0,0)  (0,0) 

6.7.  Demuestre  que  el  area  limitada  por  una  curva  cerrada  simple  C  esta  dada  por  bjcx  dy  —  y  dx. 

Solucion 

En  el  teorema  de  Green,  sea  M  =  —yyN  —  x.  Entonces, 

(f>  x  dy  —  y  dx  = 


3  3 

—  (x)  -—(-y)  I  dxdy  =  2 


dx  dy 


dxdy  =  2A 


donde  A  es  el  area  requerida.  Asf,  A  =  \  xdy  —  y  dx. 


Problemas  resueltos 


6.8.  Calcule  el  area  de  la  elipse  x  =  a  cos  9,y  =  b  sen  0. 

Sol u  cion 


l 


l 


Area  =  -<b  xdy  —  ydx  =  - 


0 a  cos  9)(b  cos  6)  dO  —  ( b  sen  9)(~a  sen  9)  dd 


c 

2  77 


ab( cos2  6  +  sen2  9)  d6  =  — 


2tt 


ab  d9  =  irab 


6.9.  Evalue  jc  (y  —  sen  x)  dx  +  cos  x  dy ,  donde  C  es  el  triangulo  que  se  ilustra  en  la  figura  6-5,  a)  directamente, 
y  b)  con  el  empleo  del  teorema  de  Green  en  el  piano. 


Solucion 

a)  A  lo  largo  de  OA,  y  =  0,  dy  =  0,  y  la  integral  es  igual  a: 


77/2 


77/ 2 


(0  —  sen  x)  dx  +  (cos  y)(0)  = 


77/2 

—  sen  x  dx  =  cos  x  = 
o 


-1 


A  lo  largo  de  AB,  x  =  7t/2,  dx  =  0,  y  la  integral  es: 


(y  —  1  )0  +  0  dy  =  0 


A  lo  largo  de  BO,  y  =  2 x/n,  dy  =  {2/n)  dx,  y  la  integral  es: 


77/2 


2x  \  ,  2  ,  / x 2  2 

- sen  x  I  dx  H — cos.r  dx  =1 - (-  cosy  -| —  sen  x 

7 T  J  IT  \TT  TT 


77 / 2 


4  7 T 


7T  2  77  2 

Entonces,  la  integral  a  lo  largo  deC  =  —  1  +  0+  1—  ~  =  ~  ~- 


b)  M  =  y  —  sen  x,  N  =  cos  x,  BN/dx  =  —sen  x,  BM/ By  =  1,  y 


j)  M  dx  +  N  dy 
c 


(BN 
\  dx 


JJ  (—sen  x  —  1)  dy  dx 

R 


77/2 


2x/tt 


(—sen  x  —  1)  dy 


y=0 


77/2 


dx  = 


(— y  sen  x  —  y) 


2x/  77 


d.y 


77/2 

0 


2x  2x\ 

— sen  x - I 

TT  TT  J 


dx  =  — 


2 

—  (— x  cos  x  +  sen  x) 

TT 


XT 

TT 


77/2 

0 


2  TT 

77  4 


de  acuerdo  con  el  inciso  a). 
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Observe  que  si  bien  existen  rectas  paralelas  a  los  ejes  coordenados  (en  este  caso  coinciden  con  estos),  que 
cruzan  a  C  en  un  numero  infinite  de  puntos,  se  cumple  el  teorema  de  Green  en  el  piano.  En  general,  el  teorema  es 
valido  cuando  C  esta  compuesto  por  un  numero  finito  de  segmentos  de  recta. 


6.10.  Demuestre  que  el  teorema  de  Green  en  el  piano  tambien  es  valido  para  una  region  con  conexion  multiple  R, 
como  la  que  se  muestra  en  la  figura  6-6. 


Solucion 

La  region  sombreada,  R,  que  aparece  en  la  figura  6-6,  tiene  conexion  multiple  porque  no  toda  curva  cerrada  en  R 
puede  ser  colapsada  a  un  punto  sin  salir  de  R,  como  se  observa  si  se  considera  una  curva  que  rodee  DEFGD,  por 
ejemplo.  La  frontera  de  R  que  consiste  en  la  frontera  exterior  AHJKLA  y  la  frontera  interior  DEFGD ,  va  a  recorrer- 
se  en  la  direccion  positiva,  de  modo  que  una  persona  que  vaya  en  esta  direccion  siempre  tenga  a  su  izquierda  a  la 
region.  Las  direcciones  positivas  son  las  que  se  indican  en  la  figura  6-6. 

A  fin  de  establecer  el  teorema,  construya  una  lfnea,  como  AD,  llamada  corte  transversal,  que  conecte  las 
fronteras  exterior  e  interior.  La  region  acotada  por  ADEFGDALKJHA  tiene  conexion  simple,  por  lo  que  es  valido 
el  teorema  de  Green.  Entonces, 


j)  M  dx  +  N  dy 

ADEFGDALKJHA 


/31V 

\3.r 


dxdy 


Pero  la  integral  del  lado  izquierdo,  omitiendo  el  integrando,  es  igual  a: 


AD  DEFGD  DA  ALKJHA  DEFGD  ALKJHA 


ya  que  |1/j  =  — J  Entonces,  si  C \  es  la  curva  ALKJEIA,  C2  es  la  curva  DEFGD ,  y  C  es  la  frontera  de  R  que  con¬ 
siste  en  Ci  y  C2  (recorridas  en  las  direcciones  positivas),  entonces  Jc,  +  Jc2  -  Jo  por  lo  que 


j)  M  dx  +  N  dy 
c 


/a n 

\3.r 


dxdy 


Problemas  resueltos 

6.11.  Demuestre  que  el  teorema  de  Green  en  el  piano  se  cumple  para  la  region  R ,  de  la  figura  6-7,  acotada  por  las 
curvas  cerradas  simples  C\(ABDEFGA ),  CiJHKLPH),  Cj(QSTUQ)  y  C^VWXYV). 


■ 

I 

Figura  6-7 


Solucion 

Construya  los  cortes  transversales  AH,  LQ  y  TV.  Entonces,  la  region  limitada  por  AHKLQSTVWXYVTUQLPHA- 
BDEFGA,  tiene  conexion  simple,  por  lo  que  se  aplica  el  teorema  de  Green.  La  integral  sobre  esta  frontera  es 
igual  a 


+ 


AH  HKL  LQ  QST  TV  VWXYV  VT  TUQ  QL  LPH  HA  ABDEFGA 

Debido  a  que  las  integrales  a  lo  largo  de  AH  y  HA,  LQ  y  QL,  y  TV  y  VT,  se  cancelan  por  parejas,  el  resultado 
anterior  se  convierte  en: 


+  J  +  J  +  J  +  J  + 

HKL  QST  VWXYV  TUQ  LPH  ABDEFGA 

(  .  .\ 


+ 


\HKL  LPH / 


+ 

\qst  tuq) 


VWXYV  ABDEFGA 


HKLPH  QSTUQ  VWXYV  ABDEFGA 


C2  C3  C4  Ci  c 


donde  C  es  la  frontera  que  consiste  en  Ci,  C2,  C3  y  C4.  De  rnodo  que 


d)  M  dx  +  N  dy  = 


dN  dM 
dx  dy 


dx  dy 


como  se  requerfa. 
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6.12.  Considere  una  curva  cerrada  C  en  una  region  de  conexion  simple.  Demuestre  que  §CM  dx  +  N  dy  =  0  si  y 
solo  si  <)M / dy  =  dN/  dx,  en  cualquier  lugar  de  la  region. 


Solucion 


Suponga  que  My  N son  continuas  y  tienen  derivadas  parciales  continuas  en  cualquier  sitio  de  la  region  R  limitada 
por  C,  de  modo  que  sea  aplicable  el  teorema  de  Green.  Entonces, 


j)  M  dx  +  N  dy 
c 


/dN 

Var 


dxdy 


Si  dM/d y  =  dN/ dx  en  R,  entonces  es  evidente  que  §CM  dx  +  N  dy  =  0. 

A  la  inversa,  suponga  que  |CM  dx  +  N  dy  =  0  para  todas  las  curvas  C.  Si  ( dN/dx )  —  (dM/ dy)  >  0  en  un  punto 
P,  entonces,  por  la  continuidad  de  las  derivadas,  se  concluye  que  (dN/dx)  —  (dM/dy)  >  0  en  cierta  region  A  que 
rodea  a  P.  Si  T  es  la  frontera  de  A,  entonces 


j)  M  dx  +  N  dy 
r 


dxdy  >  0 


lo  que  contradice  la  suposicion  de  que  la  integral  de  lrnea  es  igual  a  cero  alrededor  de  toda  curva  cerrada.  De  rnanera 
similar,  la  suposicion  de  que  (dN/ dx)  —  (dM/ dy)  <  0  lleva  a  una  contradiction.  Entonces,  (dN/dx)  —  (dM/dy)  =  0 
en  todos  los  puntos. 

Note  que  la  condition  (dM/dy)  =  (dN/dx)  es  equivalente  a  la  condicion  V  X  A  =  0,  donde  A  =  Mi  +  Nj  (vea 
los  problemas  5.10  y  5.11).  Para  la  generalization  a  curvas  en  el  espacio,  consulte  el  problema  6.31. 

6.13.  Sea  F  =  — vi  +  x\/(x2  +  y2).  a)  Calcule  VxF.i)  Evalue  f  F  •  dr  alrededor  de  cualquier  trayectoria  cerrada 
y  explique  los  resultados. 


Solucion 


a) 


V  x  F  = 


9 

dx 

-y 

x2  +y2 


j  k 

9  9 

dy  dz 

x 

-0 - 7  0 

x 2  +yz 


0,  en  cualquier  region  que  excluya  (0,  0). 


b) 


:l'  F  •  dr 


y  dx  +  xdy 
x2  +  y2 
dx  =  - 


.  Sea x  =  p  cos  4>yy  = 

-  p  sen  (f>  dcf>  +  dp  cos  0 


p  sen  <f>,  donde  (p,  </>)  son  coordenadas  polares.  Entonces, 
y  dy  =  p  cos  </>  d</>  +  dp  sen  <fi 


por  lo  que 

-ydx  +  xdy  /  >’\ 

- i - = —  =  d<p  =  d  arc  tan 

x2  +  y2  \  x) 

Para  una  curva  cerrada  ABCDA  (consulte  la  figura  6-8a)  que  rodea  al  origen,  </>  =  0  en  A,  y  cf>  =  2tt  despues 
de  una  vuelta  completa  por  A.  En  este  caso,  la  integral  de  lmea  es  igual  a  ^ dcf>  =  2tt. 


y  y 


Problemas  resueltos 


Para  una  curva  cerrada  PQRSP  (vea  la  figura  6-8 b)  que  no  rodea  al  origen,  4>  =  <p0  en  P,  y  <t>  =  cf>0  despues  de 
dar  una  vuelta  completa  hasta  P.  En  este  caso,  la  integral  de  lrnea  es  igual  a  d<p  =  0. 

Como  F  =  Mi  +  Nj,  V  X  F  =  0  es  equivalente  a  dM/dy  =  dN/dx  y  el  resultado  pareceria  contradecir  a  los  obte- 
nidos  en  el  problema  6. 12.  Sin  embargo,  no  existe  contradiction  debido  a  que  M  =  —y/(x2  +  y2)  y  N  =  x/(x2  +  y2) 
no  tienen  derivadas  continuas  en  ninguna  region  que  incluya  (0,  0),  y  esto  fue  lo  que  se  supuso  en  el  problema 
6.12. 


El  teorema  de  divergencia 

6.14.  a)  Exprese  el  teorema  de  divergencia  en  palabras  y  b)  escribalo  en  forma  rectangular. 


Solucion 


a )  La  integral  de  superficie  de  la  componente  normal  de  un  vector  A  tornado  sobre  una  superficie  cerrada,  es 
igual  a  la  integral  de  la  divergencia  de  A  tomada  sobre  el  volumen  encerrado  por  la  superficie. 

b)  Sea  A  =  A] i  +  AJ  +  A3k.  Entonces,  div  A  =  V  •  A  =  — -  +  — -  +  — -. 

3.x  3y  3z 

La  normal  unitaria  a  S  es  n  =  «ii  +  /ij  +  risk.  Por  tanto,  ti\  =  n  •  i  =  cos  a,  n2  =  n  •  j  =  cos  /3,  y 
773  =  n  •  k  =  cos  y,  donde  a,  f3  y  y  son  los  angulos  que  forman  n  con  la  parte  positiva  de  los  ejes  x,  y  y  z,  que  son 
las  direcciones  i,  j  y  k,  respectivamente.  Las  cantidades  cos  a,  cos  (5  y  cos  y  son  los  cosenos  directores  de  n. 
Entonces, 


A  •  n  =  (Aji  +  A2j  +  A3k)  •  (cos  oi  +  cos  /3j  +  cos  yk) 
=  Ai  cos  a  +  A2  cos  [3  +  A3  cos  y 
y  el  teorema  de  la  divergencia  se  escribe  asl: 


3A 1  3 A  2  3A3 
3x  dy  3  z 


dx  dy  dz  = 


(Ai  cos  a  +  A2  cos  (3  +  A3  cos  y)  dS 


6.15.  Demuestre  fisicamente  el  teorema  de  divergencia. 


Solucion 

Sea  A  =  velocidad  v  en  cualquier  punto  de  un  fluido  en  movimiento.  De  la  figura  6.9 a)  tenemos  que: 

Volumen  del  fluido  que  cruza  dS  en  At  segundos 

=  volumen  contenido  en  un  cilindro  de  base  dS  y  altura  vAf 
=  (vA?)  •  n  dS  =  v  •  n  dS  At 

Entonces,  el  volumen  de  fluido  que  atraviesa  a  dS  en  cada  segundo  =  v  •  n  dS 


Figura  6-9 
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De  la  figura  6-9 b)  tenemos  que: 

Volumen  total  de  fluido  que  emerge  por  segundo  de  la  superficie  cerrada  S  — 


v  •  n  dS 


Del  problema  4.21  del  capftulo  4,  V  •  v  dV  es  el  volumen  por  segundo  de  fluido  que  emerge  de  un  elemento 
de  volumen  dV.  Entonces, 


Volumen  total  de  fluido  que  emerge  por  segundo  de  todos  los  elementos  de  volumen  en  S  = 
Con  lo  que: 


V  •  v  dV 


v  •  n  dS  = 


V  •  v  dV 


6.16.  Demuestre  el  teorema  de  divergencia. 


Solucion 

Sea  S  una  superficie  cerrada  tal  que  cualquier  recta  paralela  a  los  ejes  coordenados  corta  a  S  en.  maximo,  dos  pun- 
tos.  Suponga  que  las  ecuaciones  de  las  partes  inferior  y  superior,  Si  y  S2,  sean  z  =  f\ (x,  y)y  z  =  fi(x,  y),  respectiva- 
mente.  Se  denota  con  R  la  proyeccion  de  la  superficie  en  el  piano  xy  (vea  la  figura  6-10).  Considere  que: 


9A3 

dz 


-dV  = 


— -  dz  dy  dx 

■ 


M*.y) 


z=fi(x,y) 


9A3  , 

~^~dz 

dz 


dy  dx 


A3(.r,  y,  z)  dydx 

Z=/l 


JJ  [A3(v  y ,fi)  -  A30c,  y,f\ )]  dy  dx 

R 


Para  la  parte  superior  S2,  dy  dx  =  cos  y2£/S2  =  k  •  n2  JS2,  porque  la  normal  n2  a  S2  forma  un  angulo  agudo  y2 
con  k. 

Para  la  parte  inferior  Si,  dy  dx  =  —cos  yidS\  =  —  k  •  ni  dS\,  porque  la  normal  ni  a  Si  forma  un  angulo  obtuso 
yi  con  k. 


Problemas  resueltos  ^ 


Entonces, 


A3(x,y,f2)  dy  dx 


A3k  •  112  dS^ 


R 


Si 


A3(x,y,f])dydx 


A3k  •  ni  dS\ 


R 


St 


y 


A3(x,y,f2)dydx 


A3(x,y,fi)  dy  dx 


A3k  •  112  dS^  ~\~ 


A3k  •  ni  dS\ 


R 


R 


Si 


Sx 


|J  A3k*  ndS 

s 


por  lo  que 


|J  A3k*  ndS 

s 


a) 


De  manera  similar,  al  proyectar  S  sobre  los  otros  pianos  coordenados. 


3Ai 

dx 


dV  = 


Aii  •  n dS 


dy 


dV  = 


A2j  •  n  dS 


(2) 

(3) 


Al  surnar  las  ecuaciones  (1),  (2)  y  (3), 


v 


/Mi  M2  dAA 
V  dx  +  dy  +  dz  ) 


dV  = 


IJ  ^ ik )  •  n  dS 

s 


o  bien: 


V- A  dV  = 


A  •  n  dS 


v 


s 


El  teorema  puede  extenderse  a  superficies  en  que  las  rectas  paralelas  a  los  ejes  coordenados  las  cruzan  en 
mas  de  dos  puntos.  Para  establecer  dicha  extension,  se  subdivide  la  region  acotada  por  S  en  subregiones  cuyas 
superficies  satisfagan  esta  condicion.  El  procedimiento  es  analogo  al  que  se  ernpleo  en  el  teorema  de  Green  para 
el  piano. 
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6.17.  E value  JJS  F  •  n  dS,  donde  F  =  4xzi  —  y2 j  +  yzk,  y  S  es  la  superficie  del  cubo  limitado  por x  =  0,  x  =  1, y  =  0, 
y  =  1,  z  =  0  y  z  =  1. 

Sol  u  cion 

Por  el  teorema  de  divergencia,  la  integral  pedida  es  igual  a: 


V-FdE = 


dx 


(4xz)  +  — (-/)  +  — (yz) 


dy 


3 z 


dV 


(4 z  -  y)  dV  = 


(4 z  —  y)  dz  dy  dx 


v 

i  i 


*=0  y=0  z=0 


i  i 


ii 


2  z  —yz\  dydx  = 

\z=0 

x=0  y= 0  x=0  y= 0 


C 2-y)dydx= - 


La  integral  de  superficie  tambien  puede  evaluarse  en  forma  directa,  como  en  el  problema  5.23. 

6.18.  Verifique  el  teorema  de  divergencia  para  A  =  4vi  —  2y2j  4-  z2k  tomada  sobre  la  region  limitada  por 
x2  +  y2  =  4,  z  =  0  y  z  =  3. 


So  I  u  cion 

Integral  de  volumen  = 


V  •  A  dV  = 


3  3  t  3  0 

—  (4.x)  +  —  (— 2y2)  +  —  (z2) 
dx  3y  dz 


dV 


2  V4— jf2  3 


(4  —  4y  +  2z)  dV  = 


(4  —  4y  +  2z)  dz  dy  dx  =  84  tt 


2  y=— V4— x2 


La  superficie  S  del  cilindro  consiste  en  una  base,  Si  (z  =  0),  la  parte  superior,  S2  (z  =  3),  y  la  parte  convexa 


S3  (x2  +  y2  =  4).  Entonces, 


Integral  de  superficie  = 


A  •  n  dS  = 


A  •  nr/Si  + 


A  ■  n  dSi  — 


A  •  n  JS3 


Sobre  Si  (z  =  0),  n  =  — k,  A  =  4.vi  —  2yj  y  A  •  n  =  0,  de  modo  que  1 1  A  •  n  dS\  =  0 

Si 

Sobre  S2  (z  =  3),  n  =  k,  A  =  4x\  —  2yzj  +  9k  y  A  •  n  =  9,  por  lo  que 


A  •  n  dSi  =9 


r/S2  =  3677,  ya  que  el  area  de  S2  =  47t 


Sobre  S3  (jc2  +  y2  =  4).  Una  perpendicular  ax2  +  y2  =  4  tiene  la  direccion  V(x2  +  y2)  =  2xi  +  2yj. 

2xi  +  2yj  xi  +  vj 


Entonces,  una  normal  unitaria  es  n  = 


y/4x2  +  4y2 


- ,  ya  que  x  +  y 


x2  +  y2  =  4. 


A  •  n  =  (4xi  -  2y2j  +  z2k)  •  ( )  =  2x2  -  y3 


Problemas  resueltos  ^ 


z 


Figura  6-11 


De  la  figura  6-1 1,  x  =  2  cos  6,  y  =  2  sen  9,  dS 3  =  2  dd  dz,  y  asi: 

277  3 

A  •  nc/.S’i  = 


[2(2  cos  9)1  —  (2  sen  0)3]  2  rfe  dd 


e=0z=o 

2tt 


(48  cos2  0—48  sen3  6)d9  = 


48  cos2  6 d9  —  4877 


0=0  0=0 

Entonces,  la  integral  de  superficie  =  0  +  367 r  +  48 7r  =  8477,  lo  que  concuerda  con  la  integral  de  volumen  y 
verifica  el  teorema  de  divergencia. 

Observe  que  la  evaluacion  de  la  integral  de  superficie  sobre  S3  tambien  hubiera  podido  hacerse  con  la  proyec- 
cion  de  S3  sobre  los  pianos  coordenados  xz  o  yz. 

6.19.  Suponiendo  que  div  A  denota  la  divergencia  de  un  campo  vectorial  A  en  el  punto  P.  Demuestre  que 

,,  ITac  A’ndS 

divA  =  Inn  - 

At7— >0  AV 

donde  AV  es  el  volumen  encerrado  por  la  superficie  A5  y  el  limits  se  obtiene  al  colapsar  AV  al  punto  P. 

Sol u  cion 

Por  el  teorema  de  divergencia, 


div  A  dV  =  A  •  n  dS 

AV  A  S 


Por  el  teorema  del  valor  medio  para  las  integrales,  el  lado  izquierdo  puede  escribirse  como  sigue: 


div  A 


dV  =  div  A  AV 


AV 


donde  div  A  es  algun  valor  intermedio  entre  el  maximo  y  el  mmirno  de  div  A  a  traves  de  AV.  Entonces, 

.  JJa5  A-ndS 


div  A  =  : 


AV 
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Si  se  obtiene  el  lfmite  cuando  AV  — »  0  en  forma  tal  que  P  siempre  sea  interior  a  A V,  div  A  tiende  al  valor  div  A 
en  el  punto  P;  por  tanto 


div  A  =  li'm 

AV— >0 


Has  A  •  ndS 


Ay 


Este  resultado  puede  tomarse  como  un  punto  de  inicio  para  definir  la  divergencia  de  A,  y  de  el  es  posible 
obtener  todas  las  propiedades,  incluso  la  prueba  del  teorema  de  divergencia.  En  el  capftulo  7  se  usara  esta  defini- 
cion  para  ampliar  el  concepto  de  divergencia  de  un  vector  para  sistemas  coordenados  diferentes  del  rectangular. 
Ffsicamente: 

If  as  A-ndS 

Ay 

representa  el  flujo  o  flujo  neto  de  salida  por  unidad  de  volumen  del  vector  A  desde  la  superficie  A S.  Si  div  A  es 
positiva  en  la  vecindad  de  un  punto  P,  significa  que  el  flujo  de  salida  desde  P  es  positivo  y  llamamos  a  este  una 
fuente.  De  manera  similar,  si  div  A  es  negativo  en  la  vecindad  de  P,  el  flujo  es  de  entrada  y  P  recibe  el  nombre  de 
sumidero.  Si  en  una  region  no  existen  fuentes  ni  sumideros,  entonces  div  A  =  0  y  A  se  denomina  campo  vectorial 
solenoidal. 

6.20.  Evalue  J  |  v  r  •  ndS,  donde  S  es  una  superficie  cerrada. 

Sol u  cion 

Por  el  teorema  de  divergencia. 


r  •  n  dS  = 


V  •  r  dV  = 


/  dx  dy  dz\ 
\9x  dy  dzj 


9  9  9 

—  i  +  ^- j  +  — k  )  •  (xi  +  vj  +  ;k)  dV 
dV=  3  dV  =  3V 


donde  V  es  el  volumen  encerrado  por  S. 


6.21.  Demuestre  que 


i[fV2(f>)dV  = 


Sol  u  cion 

Sea  A  =  </)V  </f  en  el  teorema  de  divergencia.  Entonces, 


V-  (0Vi//)dy  = 


•  ndS  = 


•  dS 


Pero 

Entonces, 


V  •  (4^ if/)  =  (^>(V  •  Vi \i)  +  (V (f>)  •  (Vi/f)  =  (/N2if/  +  (V(/>)  •  (Vi/f) 


V  •  (<j)Vi/i)jy  = 


[cj>V2t//+  (V</>)  ■  (Vi//)]  dV 


o  bien: 


[<j)V2iA+(V</.)-(ViA)]dy  = 


(<j.Vi/i)  •  d S 


v  s 

lo  que  demuestra  la  primera  identidad  de  Green.  Al  intercambiar  en  la  ecuacion  ( 1 )  cf>  y  if/. 


[</fV2(j>  +  (Vi//)  ■  (V<j<)]  dV  = 


(i AV</>)  •  d  S 


(1) 


v 


s 


(2) 


Problemas  resueltos  Q 


A1  restar  la  ecuacion  (2)  de  la  ( 1 )  queda: 


(fiW2fi- fiV2fi)dV  =  (fiVfi -  t /jS/fi)  •  dS 


que  es  la  segunda  identidad  de  Green  o  teorema  simetrico.  En  la  demostracion  supusimos  que  fi  y  i/ieran  funciones 
escalares  de  posicion  con  derivadas  continuas  de  al  menos  segundo  orden. 


6.22.  Demuestre  que  Vc£  dV  =  fin  dS. 


So  I  u  cion 


En  el  teorema  de  divergencia,  sea  A  =  fi C,  donde  C  es  un  vector  constante.  Entonces, 


V  •  (fiC)  dV  =  fiC  ■  ndS 


Como  V  •  (f/.C)  =  (V0)  •  C  =  C  •  V0  y  0C  •  n  =  C(4>n), 


C-V<f>dV=  IIC-  (<fm)  dS 


Se  saca  C  de  las  integrales, 


C  •  \\\W(f>  dV  =  C-  UnrfS 


y  como  C  es  un  vector  constante  arbitrario. 


V(j)dV  =  <pndS 


6.23.  Demuestre  que  VxB  dV  =  nxB  dS. 


Sol  uc  ion 


En  el  teorema  de  divergencia,  sea  A  =  B  X  C,  donde  C  es  un  vector  constante.  Entonces, 


V  •  (B  x  C)  dV  =  (B  x  C)  •  n  dS 


Como  V  •  (B  x  C)  =  C  •  (V  x  B)  y  (B  x  C)  •  n  =  B  •  (C  x  n)  =  (C  x  n)  •  B  =  C  •  (n  x  B), 


C  •  (V  x  B )dV  =  C  •  (n  x  B)  dS 


Se  saca  a  C  de  las  integrales. 


C-  V  x  B  rfV  =  C  ■  nxBifS 


y  como  C  es  un  vector  constante  arbitrario,  queda: 


VxB  dV  =  n  x  B  dS 


v 


s 
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6.24.  Demuestre  que  en  cualquier  punto  P 

f  f .  ,  chn  dS  IT.  „  n  x  A  dS 

a)Vcf>=  Km  ~  As.  Ty -  y  que  b)  V  x  A  =  Km  '  As  — - 

AV— >0  AV  AV^O  AV 

donde  Ay  es  el  volumen  encerrado  por  la  superficie  AS,  y  el  limite  se  obtiene  al  colapsar  AV  al  punto  P. 

Sol u  cion 

a)  Del  problema  6.22,  /[/av  V<f>  dV  =  //as  4>n  dS.  Entonces,  ///av  V</>  •  i  dV  =  /[as  4>n  •  i  dS.  Por  el  mismo 
principio  empleado  en  el  problema  6.19,  tenemos  que 

7 


Vcf>  •  i  = 


Ay 


donde  V<p  •  i  es  algun  valor  intermedio  entre  el  maximo  y  el  mmimo  de  \ <f>  •  i  a  traves  de  Ay.  Al  obtener  el 
limite  cuando  Ay  — »  0  de  modo  que  P  sea  siempre  interior  a  Ay,  entonces  V(f>  ■  i  tiende  al  valor 


fL  chn  •  idS 

\<t>  ■  i  =  Km  - 

Av— Ay 


De  manera  similar,  encontramos  que: 


V  •  j  =  Km 


JJ,.<£n-  jtfS 


(1) 

(2) 

(3) 


av— Ay 

ff,  dm  •  kdS 

V0  •  k  =  lfm  Al/ - 

av— >o  Ay 

Al  multiplicar  (1),  (2)  y  (3)  por  i,  j  y  k.  respectivamente,  y  sumar,  con  el  empleo  de: 

V4>  =  (V<£  •  i)i  +  (Vr/»  •  j)j  +  (V4>  ■  k)k,  n  =  (n  •  i)i  +  (n  •  j)j  +  (n  •  k)k 
(vea  el  problema  2.17)  se  llega  al  resultado. 

b)  Del  problema  6.23,  al  sustituir  B  por  A,  JJJav  V  x  A  dV  =  //as  n  X  A  dS.  Entonces,  igual  que  en  el  inciso  a), 
es  posible  demostrar  que: 

/Ias <n  x  A)- idS 


(V  x  A)  ■  i  =  Km 

AV— >0 


Ay 


y  llegar  a  resultados  similares  con  j  y  k  reemplazando  a  i.  Al  multiplicar  por  i,  j  y  k,  y  sumar,  se  llega  al  re¬ 
sultado. 

Los  resultados  obtenidos  se  toman  como  puntos  de  inicio  para  la  definicion  del  gradiente  y  rotacional.  Con  el 
empleo  de  dichas  definiciones  se  amplian  los  conceptos  a  sistemas  de  coordenadas  que  no  sean  rectangulares. 


6.25.  Establezca  la  equivalencia  del  operador 


1 


V  °  =  Km  -777  ( . )  dS  o 
av— >0  Ay  J 

A  S 

donde  o  indica  un  producto  punto,  un  producto  cruz  o  un  producto  ordinario. 

Sol u  cion 

Para  establecer  la  equivalencia,  los  resultados  de  la  operacion  sobre  un  campo  vectorial  o  escalar  deben  ser  consis- 
tentes  con  los  resultados  ya  obtenidos. 

Si  o  es  el  producto  punto,  entonces  para  un  vector  A, 


V  0  A  =  Km  -L 

av— >0  Ay 


dS°A 


AS 


Problemas  resueltos  ^ 


o  bien: 


div  A  =  Km  — 
Ay— >o  AV 


dS  •  A 


AS 


=  Inn  - — 
av— >o  AV 


A  •  ndS 


establecidas  en  el  problema  6.19. 

De  manera  similar,  si  o  es  el  producto  cruz. 


AS 


rot  A  =  V  x  A  =  lrm  — - 
Av— >o  AV 


dS  x  A 


AS 


=  Km  — 
av^o  AV 


n  x  A  dS 


AS 


establecida  en  el  problema  6.24£>). 

Asimismo,  si  o  es  una  multiplication  comun,  entonces,  para  un  escalar  <f>. 


V  °  4>  =  Km 
^  av— >o  AV 


dS  o  d>  o  bien  V  d>  =  Km  — - 
^  Ay— >o  AV 


<jjdS 


AS 


AS 


establecida  en  el  problema  6.24u). 


6.26.  Sea  S  una  superficie  cerrada,  y  sea  que  r  denote  al  vector  de  position  de  cualquier  punto  ( x ,  y,  z)  medido  desde 
un  origen  O.  Demuestre  que 


n  •  r 


dS 


es  igual  a  a)  cero,  si  O  esta  fuera  de  S  o  /;)  477,  si  O  queda  dentro  de  S.  Este  resultado  se  conoce  como  teorema 
de  Gauss. 


Solucion 

a)  Por  el  teorema  de  divergencia. 


-dS  = 


V-  —dV 

ri 


Pero  V  •  (r/r3)  =  0  (problema  4.19)  en  todo  lugar  dentro  de  V  siempre  que  r  #  0  en  V,  es  decir  siempre  que 
O  quede  fuera  de  V  y  por  tanto  fuera  de  S.  Entonces, 


-dS  =  0 


b)  Si  O  esta  dentro  de  S,  se  rodea  a  O  con  una  pequena  esfera  s  de  radio  a.  Sea  que  r  denote  la  region  acotada  por 
Ays.  Entonces,  segun  el  teorema  de  divergencia: 


-dS  = 


-dS  + 


-dS  = 


V-  —dV  =  0 


5+a 


ya  que  r  +  0  en  r.  Asf, 


dS  =  - 


-dS 


s 
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Ahora  sobre  s,  r  =  a,  n 


r  n-r  (-  r/a)  •  r  r-r 

— ,  de  mo  do  que  — —  = - - - = - — 

a  a5  cr 


1 


y 


'n-r 

'n-r 

1  If 

— —dS  =  — 

— —dS  = 

—  dS  =  ~ r 

r3 

r3 

a2  a-  J, 

S  s  s  s 


=  47 T 


6.27.  Interprete  el  teorema  de  Gauss  (vea  el  problema  6.26)  desde  el  punto  de  vista  geometrico. 

Sol u  cion 

Sea  que  dS  denote  un  elemento  de  superficie  y  conecte  todos  los  puntos  sobre  la  frontera  de  dS  a  O  (consulte  la 
figura  6-12),  con  lo  que  se  formaria  un  cono.  Sea  que  dil  denote  el  area  de  una  porcion  de  esfera  con  centro  en 
O  y  radio  igual  a  r  que  es  cortada  por  el  cono;  entonces,  el  angulo  solido  subtendido  por  dS  en  O  se  define  como 
dco  =  dCl/r2  y  es  numericamente  igual  al  area  de  esa  porcion  de  esfera  con  centro  en  O  y  radio  unitario  cortado 
por  el  cono.  Sea  n  la  normal  a  dS  unitaria  positiva,  y  llamemos  6  al  angulo  entre  n  y  r;  entonces,  cos  0  =  n  •  r/r. 
Asimismo, 

dfl  =  ±dS  cos  0  =  ±(n  •  r/r)  dS,  por  lo  que  dco  =  ±(n  •  r/r3)  dS, 
el  signo  +  o  el  —  se  escoge  segun  sea  que  n  y  r  forrnen  un  angulo  6  agudo  u  obtuso. 


Sea  S  una  superficie,  como  la  de  la  figura  6- 13a),  de  rnodo  que  cualquier  recta  la  corte  en  no  mas  de  dos  pun¬ 
tos.  Si  O  queda  fuera  de  S,  entonces  en  una  posicion  como  la  senalada  con  1,  (n  •  r/r3)  dS  =  dco\  mientras  que  en 
la  posicion  marcada  con  2,  (n  •  r/r3)  dS  =  —  dco.  Una  integration  sobre  estas  dos  regiones  da  cero,  ya  que  las  con- 
tribuciones  al  angulo  solido  se  cancelan.  Cuando  la  integration  se  realiza  sobre  S  se  concluye  que  J/S(n  •  r  / r3)  dS 
=  0,  ya  que  por  cada  contribution  positiva  existe  una  negativa. 

Sin  embargo,  en  el  caso  en  que  O  esta  dentro  de  S,  entonces  en  la  posicion  indicada  con  3,  (n  •  r/r3)  dS  =  dco, 
y  en  la  posicion  4,  (n  •  r/r3)  dS  =  dco,  de  modo  que  las  contribuciones  se  surnan  en  vez  de  cancelarse.  El  angulo 
solido  total  en  este  caso  es  igual  al  area  de  una  esfera  unitaria,  que  es  An,  por  lo  que  JJs(n  •  r  /r3)  dS  =  477. 


4 


Problemas  resueltos  (Q 


Para  superficies  S  tales  que  una  recta  corte  a  S  en  mas  de  dos  puntos,  tenemos  una  situacion  exactamente  igual 
a  la  ilustrada  en  la  figura  6-13.  Si  O  queda  fuera  de  S,  por  ejemplo,  entonces  un  cono  con  vertice  en  O  interseca  a 
S  en  un  numero  par  de  sitios  y  la  contribucion  a  la  integral  de  superficie  es  igual  a  cero,  ya  que  los  angulos  solidos 
subtendidos  en  O  se  cancelan  por  parejas.  Sin  embargo,  si  O  esta  dentro  de  S,  un  cono  con  vertice  en  O  interseca 
a  S  en  un  numero  impar  de  lugares  y  corno  hay  cancelacion  solo  para  un  numero  par  de  ellos,  siempre  habra  una 
contribucion  47rpara  toda  la  superficie  S. 


6.28. 


Un  fluido  cuya  densidad  es  p(x,  y,  z,  t)  se  mueve  con  velocidad  v(x,  y,  z,  t).  Si  no  existen  fuentes  ni  sumideros, 
demuestre  que 


V- J  + 


dp 

at 


=  o 


donde  J  =  pv. 

Sol  u  cion 

Considere  una  superficie  arbitraria  que  encierra  un  volumen  V  del  fluido.  En  cualquier  momenta,  la  rnasa  de  fluido 
dentro  de  V  es 


M  = 


p  dV 


La  tasa  de  incremento  de  esta  masa  con  respecto  del  tiempo  es 

™=d-\\\Pdv  = 
at  at  F 


d-Pdv 

at 


La  masa  de  fluido  por  unidad  de  tiempo  que  sale  de  V  es 


JJ  pv  •  n  dS 

s 

(vea  el  problema  6.15)  y  por  tanto,  la  tasa  de  incremento  de  la  masa  con  respecto  del  tiempo  es 


pv  •  n  dS 


V*  (pv)  dV 


s 


v 


por  el  teorema  de  divergencia.  Entonces, 


v 


JJ  V-(pv)  dV 
v 


o  bien 


V-(pv)  +  ^}dV  =  0 

Ot  ) 


Como  V  es  arbitraria,  el  integrando,  que  se  supone  continuo,  debe  ser  identico  a  cero,  con  un  razonamiento 
similar  al  utilizado  en  el  problema  6.12.  Entonces, 

v'J  +  ¥  =  ° 


donde  J  =  pv.  La  ecuacion  se  llama  de  continuidad.  Si  p  es  una  constante,  el  fluido  es  incompresible  y  V  •  v  =  0, 
es  decir,  v  es  solenoidal. 

La  ecuacion  de  continuidad  tambien  aparece  en  la  teoria  electromagnetica,  donde  p  es  la  densidad  de  carga  y 
J  =  pv  es  la  densidad  de  corriente. 
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6.29.  Si  la  temperatura  en  cualquier  punto  (x,  y,  z)  de  un  solido  en  el  momento  t  es  U(x,  y,  z,  t),  y  si  k,  p  y  c  son, 
respectivamente,  la  conductividad  termica,  densidad  y  calor  especifico  del  solido,  que  se  suponen  constantes, 
demuestre  que 

du 


dt 


=  kV-U 


donde  k  =  k/ pc. 

Sol u  cion 

Sea  V  un  volumen  arbitrario  en  el  interior  del  solido,  y  sea  S  su  superficie.  El  flujo  total  de  calor  a  traves  de  S.  o 
cantidad  de  calor  que  sale  de  S  por  unidad  de  tiempo,  es 

(—kVU)  •  n  dS 


Asi,  la  cantidad  de  calor  que  entra  a  S  por  unidad  de  tiempo  es 


(kVU)  •  n  dS  = 


V  •  (K'VU)dV 


s  v 

por  el  teorema  de  divergencia.  El  calor  contenido  en  un  volumen  V  esta  dado  por 

cpU  dV 


(1) 


Entonces,  la  tasa  de  incremento  del  calor  con  respecto  del  tiempo  es 

9 
dt 


cpUdV  = 


dU  , 

CpltdV 


v  v 

Se  igualan  los  lados  derechos  de  las  ecuaciones  (1)  y  (2),  y  queda: 

dU 

cp  —  -V-  (kV(7)  \dV  =  0 
ot 


(2) 


y  como  V  es  arbitrario,  el  integrando,  que  se  supuso  continuo,  debe  ser  igual  a  cero,  por  lo  que 

dU 

cp  =  V  •  (kVU) 


o,  si  k,  c  y  p  son  constantes, 


dU 

~dt 


=  —  V  •  VU  =  kW2U 

cp 


La  cantidad  k  se  llama  difusividad.  Para  un  flujo  de  calor  de  estado  estable  (es  decir,  cuando  dU/dt  =  0,  o  cuando 
U  es  independiente  del  tiempo),  la  ecuacion  se  reduce  a  la  de  Laplace,  \2U  =  0. 


Teorema  de  Stokes 

6.30.  a)  Exprese  el  teorema  de  Stokes  con  palabras,  y  b)  escrfbalo  en  forma  rectangular. 

Sol u  cion 

a)  La  integral  de  linea  de  la  componente  tangencial  de  un  vector  A  tornada  alrededor  de  una  curva  simple  cerrada, 
C,  es  igual  a  la  integral  de  superficie  de  la  componente  normal  del  rotacional  de  A  tornado  sobre  cualquier 
superficie,  S,  que  tenga  a  C  como  su  frontera. 

b)  Como  en  el  problema  6. 14 b), 

A  =  Aii  +  A2j  +  A3k,  n  =  cos  a\  +  cos  /3j  +  cos  yk 


Problemas  resueltos  C 


Entonces, 


V  x  A  = 


dx  8 y  3 z 
Ai  Ai  A-x 


(8 A3  8A2 


\8y  8 z 


3A3_3A2\ 
8y  8 z  J1 


8A,  8A3 


3Ai  _  3 A3\. 
8  z  8x 


j  + 


8A2  8Ai 
dx  8y 


(V  x  A)  •  n  =  I  — - —  I  cos  a  +  I  — - —  cosj8+  — - —cosy 


8z  dx 


a a2  a a 


dx  dy 


A-  dr  =  (A i i  +  A2j  +  A3k) •  (dx i  +  dy j  +  <fek)  =  Ai  dx  +  A2dy  +  A3  dz 
y  el  teorema  de  Stokes  se  convierte  en: 

r  (8 A3  3A2\  (8 Aj  3A3\  (8A2  8 Ax 

LV  dy  8 z  J  \  dz  dx  J  H  V  dx  8y 


cos  y 


dS  =  (j)  Ai  dx  +  A2  dy  +  A3  dz 


6.31.  Demuestre  el  teorema  de  Stokes. 


Solucion 


Sea  S  una  superficie  tal  que  sus  proyecciones  sobre  los  pianos  xy,  yz  y  xz,  sean  regiones  limitadas  por  curvas  sim¬ 
ples  y  cerradas,  como  se  ilustra  en  la  figura  6-14.  Suponga  que  S  tiene  la  representacion  z  —  f(x,  y)  o  x  —  g(y,  z ) 
o  y  =  h(x,  z),  donde/,  g  y  h  son  funciones  valuadas  en  un  solo  valor,  continuas  y  diferenciables,  respectivamente. 
Debemos  demostrar  que 


(VxA)-n  dS 


[V  x  (Aii  +  A2j  +  A3k)]  •  n  dS 


s 


s 


=  o  A  •  dr 
.  c 


donde  C  es  la  frontera  de  S. 


z 


Primero  considere  jj5  [V  X  (Aii)]  •  n  dS.  Ya  que 


V  x  (Aii) 


i 

8 

dx 

A, 


j  k 

3  3  _  3Ai  . 

dy  dz  dz 

0  0 


3Ai 

dy 


k 
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entonces, 

[V  x  (Aii)]*  ndS-  0^-n-j-^-n-kj  dS  (1) 

Si  z  —  fix,  y)  se  toma  como  la  ecuacion  de  S ,  entonces  el  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  de  S  es  r  =  xi  + 
yj  +  zk  =  xi  +  yj  +  fix,  y)k,  de  modo  que  dr/dy  =  j  +  (dz/ dy)k  =  j  +  (3//  3y)k.  Pero  dr/dy  es  un  vector  tangente 
a  S  (vea  el  problema  3.25)  y  por  tanto  perpendicular  a  n,  de  modo  que 


dr  dz  dz  , 

n-  —  =  n-j+— n-k=0  o  n-j  =  -— n-k 

dy  dy  dy 


Se  sustituye  en  ( 1 )  para  obtener 


/3Aj  .  dA, 


\  dz 


9y 


6A,  dz 


dA, 


—  n-j-— n-k  <iS  =  -——n-k-— n-k  t/S 


dz  dv 


9v 


o  bien 


[V  x  (Aii)]  -n  dS  =  -(  An  •  k  dS 

dy  dz  dy ) 


(2) 


dA  i  dA\  dz  dF 

Ahora  sobre  S ,  A\(x,  y,  z)  —  A\(x ,  y,f(x,  j))  —  F(x ,  y );  por  lo  cual  — — I-  — —  —  =  — ,  y  la  ecuacion  (2)  se 
convierteen:  '  '  '  dy  dz  dy  dy 

d F  d F 

[V  x  (A|i)]  •  n  dS  = - n  •  k  dS  = - dxdy 

dy  dy 


Entonces, 


|  |  f V  x  (A ,  i)l  •  n  dS  —  || 

S  R 


d F 
dy 


dxdy 


donde  R  es  la  proyeccion  de  S  sobre  el  piano  xy.  Segun  el  teorema  de  Green  para  el  piano,  la  ultima  integral  es  igual 
a  §r  F  dx,  donde  T  es  la  frontera  de  R.  Como  en  cada  punto  (x,  y)  de  T  el  valor  de  F  es  el  mismo  que  el  valor  de  Ai 
en  cada  punto  (x,  y,  z)  de  C,  y  como  dx  es  la  misma  para  ambas  curvas,  se  debe  tener  que: 


F  dx  =  cb  Aj  dx 


o  bien 


[V  x  (A i i)]  •  n  dS  =  j)  Ai  dx 
s  c 

En  forma  similar,  por  proyecciones  sobre  los  otros  pianos  coordenados, 
[V  x  (A2  j)]  ■  n  dS  =  <£  A2  dy  y 


LV  x  (A3k)]  •  n  dS  =  cb  A3  dz 


Asi,  por  adicion, 


(V  x  A)  •  n  dS  =  cp  A  •  dr 


El  teorema  tambien  es  valido  para  superficies  S  que  quiza  no  satisfagan  las  restricciones  impuestas  mencio- 
nadas.  En  particular,  supongamos  que  S  se  subdivide  en  superficies  Si,  S2,  S^  con  fronteras  Ci,  C2,  ...,  Ck,  que 
satisfacen  las  restricciones.  Entonces,  el  teorema  de  Stokes  se  cumple  para  cada  superficie.  AI  sumar  estas  integra- 
les  de  superficie,  se  obtiene  la  integral  de  superficie  total  sobre  S.  AI  sumar  las  correspondientes  integrales  de  lfnea 
sobre  Ci,  C2,  . . .,  C't,  se  obtiene  la  integral  de  lfnea  sobre  C. 


Problemas  resueltos 


6.32.  Verifique  el  teorema  de  Stokes  para  A  =  ( 2x  —  y)i  —  yz2 j  —  v2"k,  donde  S  es  la  mitad  superior  de  la  superficie 
de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  1,  y  C  es  su  frontera.  Sea  R  la  proyeccion  de  S  sobre  el  piano  xy. 

Sol u  cion 

La  frontera  C  de  S  es  una  circunferencia  en  el  piano  xy  de  radio  igual  a  1  y  centra  en  el  origen.  Las  ecuaciones 
parametricas  de  C  son  x  =  cos  t,  y  =  sen  tyz  =  0,  0^f<  2tt.  Entonces, 

<j)  A  •  dr  =  <j)  (2x  —  y)  dx  —  yz2  dy  —  y2z  dz 


Asimismo, 


Entonces, 


(2  cos  t  —  sen  /)(— sen  t)  dt  =  tt 


V  x  A  = 


j  k 

3  3 


dx  dy  dz 
2x  —  y  —yz2  —y2z 


=  k 


(V  x  A)  •  n  dS  = 


k  •  n  dS  = 


dxdy 


ya  que  n  •  k  dS  =  dx  dy  y  R  es  la  proyeccion  de  S  sobre  el  piano  xy.  Esta  ultima  integral  es  igual  a: 


dy  dx  =  4 


dy  dx  =  4 


V 1  —  x2  dx  = 


1  V 1  —x2 

x=~l  v=-V  1-X2  0  0  0 

y  se  verifica  el  teorema  de  Stokes. 

6.33.  Demuestre  que  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  fc  A  •  dr  =  0  en  toda  curva  cerrada  C,  es  que 
V  x  A  =  0  en  forma  identica. 


Solucion 

Suficiencia.  Supongamos  que  V  X  A  =  0.  Entonces,  segun  el  teorema  de  Stokes, 


<p  A  -  dr  = 


(V  x  A)  •  n  dS  =  0 


Necesidad.  Supongamos  que  A  •  dr  =  0  alrededor  de  toda  trayectoria  cerrada,  C,  y  supongamos  que  V  X  A  ¥=  0 
en  cierto  punto  P.  Entonces,  si  se  supone  que  V  X  A  es  continuo,  habra  una  region  que  tenga  a  P  como  un  punto 
interior,  donde  V  X  A  #  0.  Sea  S  una  superficie  contenida  en  esta  region  y  cuya  normal  n  en  cada  punto  tiene  la 
misma  direction  que  V  X  A,  es  decir,  donde  V  X  A  =  an,  donde  a  es  una  constante  positiva.  Sea  C  la  frontera  de 
S.  Entonces,  por  el  teorema  de  Stokes: 


(V  x  A)  •  n  dS  =  a 


n  •  n  dS  >  0 


j)  A  •  dr  = 

c  s  s 

lo  que  contradice  la  hipotesis  de  que  <£c  A  •  dr  =  0  y  demuestra  que  V  X  A  =  0. 


J^2  A  •  dr  sea  independiente  de  la  trayectoria  que  une  los  puntos  Pi  y  P2  (vea  los  problemas  5.10  y  5.1 1). 


Se  concluye  que  V  X  A  =  0  tambien  es  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  una  integral  de  linea 
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6.34.  Demuestre  que  |  dr  x  B  =  ||  v  (n  x  V)  x  B  dS. 

Sol  u  cion 


En  el  teorema  de  Stokes,  sea  A  =  B  x  C,  donde  C  es  un  vector  constante.  Entonces, 

[Vx(Bx  C)]  •  n  dS 


|  dr  •  (B  x  C)  = 
o  C  •  (dr  x  B)  = 

C  •  <j)dr  x  B  = 


[(C  •  V)B  -  C(V  •  B)]  •  n  dS 


[(C  •  V)B]  •  n  dS  - 


C-  [V(B  •  n)]  dS  — 


[C(V  •  B)]  •  n  dS 


C  •  Ln(V  •  B)]  dS 


=  C' 


[V(B  •  n)  -  n(V  •  B)]  dS  =  C  ■ 


(n  x  V)  x  B  dS 


s  s 

Ya  que  C  es  un  vector  constante  arbitrario  |  dr  x  B  =  JJs  (n  X  V)  X  B  dS. 

6.35.  Suponga  que  AS  es  una  superficie  acotada  por  una  curva  cerrada  simple,  C,  y  que  P  es  cualquier  punto  de  AS 
que  no  esta  sobre  C,  y  que  n  es  una  normal  unitaria  a  AS  en  P.  Demuestre  que  en  P: 


(rot  A)  •  n  =  Km  — 


A  •  dr 


as-o  AS 

donde  el  limite  se  toma  en  forma  tal  que  AS  se  colapse  a  P. 


So  I  u  cion 


De  acuerdo  con  el  teorema  de  Stokes,  JJA5  (rot  A)  •  n  dS  =  A  •  dr. 


Con  el  empleo  del  teorema  del  valor  medio  para  integrales,  como  en  los  problemas  6.19  y  6.24,  esto  puede  escri- 
birse  como  sigue: 


(rot  A)  •  n 


§cA'dr 

AS 


y  el  resultado  requerido  se  deduce  al  calcular  el  limite  cuando  AS  — >  0. 

Esto  puede  utilizarse  como  el  punto  inicial  para  definir  rot  A  (vea  el  problema  6.36)  y  es  util  en  la  obtencion  de 
rot  A  en  sistemas  de  coordenadas  que  no  sean  rectangulares.  Como  j(.  A  •  dr  recibe  el  nombre  de  circulacion  de  A 
sobre  C,  la  componente  normal  del  rotacional  puede  interpretarse  fisicamente  como  el  limite  de  la  circulacion  por 
unidad  de  area,  lo  que  hace  que  rotation  de  A  sea  un  sinonimo  (rot  A)  en  lugar  de  rotacional  de  A. 


6.36.  Suponga  que  rot  A  se  define  de  acuerdo  con  el  proceso  al  limite  descrito  en  el  problema  6.35.  Encuentre  la 
componente  de  z  del  rotacional  de  A. 


Figura  6-15 
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Sea  EFGH  un  rectangulo  paralelo  al  piano  xy  con  un  punto  interior  P(x,  y,  z)  tornado  como  su  punto  medio, 
segun  se  ilustra  en  la  figura  6-15.  Sean  A\  y  A2  las  componentes  de  A  en  Pen  las  direcciones  positivas  de  a'  y  y, 
respectivamente. 

Si  C  es  la  frontera  del  rectangulo,  entonces 


A  •  dr  =  I  A  •  dr  +  J  A  •  dr  +  J  A  •  dr  +  J  A  •  dr 

EF  FG  GH  HE 


A  •  dr  =  -  ^^-Ay^Ax  A  •  dr  =  ~(a{  +  ^^-Ay^Ax 

EF  GH 

A  •  dr  =  (a2  +  ^^Ax\Ay  A  •  dr  =  ~(a2  -  A^Av 


excepto  para  infmitesimos  de  orden  mayor  que  Ax  Ay. 
Al  sumar  se  obtiene  aproximadamente: 


A  •  dr  =  (—  -  — )ax  Ay 

v  dx  dy  J  7 


Entonces,  como  AS  =  Ax  Ay, 


|  A  •  dr 

componente  z  de  rot  A  =  (rot  A)  •  k  =  lfrn^  ^ 


1 

(  dA2 

M,\ 

1 

—  1 1  ni  _ 

\  dx 

dy) 

—  11111 

Ax->0 
Ay— »0 

Ax  Ay 

_  m2 

Mi 

dx 

dy 

PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


6.37.  Verifique  el  teorema  de  Green  en  el  piano  para  (3x2  —  8y2)  dx  +  (4 y  —  6xy)  dy,  donde  C  es  la  frontera  de  la  region 
definida  por  a)  y  =  Jx,  y  =  x2;  b)  x  =  0,  y  =  0,  x  +  y  =  1 . 

6.38.  Evalue  fc  (3.x  +  4v)  dx  +  (2x  —  3y)  dy,  donde  C  es  una  circunferencia  de  radio  igual  a  dos,  con  centra  en  el  origen 
del  piano  xy  y  que  se  recorre  en  sentido  positivo. 

6.39.  Resuelva  el  problema  anterior  para  la  integral  de  llnea  (x2  +  y2)  dx  +  3xy2  dy. 

6.40.  Evalue  |  (x2  —  2xy)  dx  +  (x2y  +  3)  dy  alrededor  de  la  frontera  de  la  region  definida  por  y2  =  8x  y  x  =  2,  a)  directa- 
mente  y  b)  con  el  empleo  del  teorema  de  Green. 

6.41.  Evalue  (6xy  —  y2)  dx  +  (3x2  —  2xy)  dy  a  lo  largo  de  la  cicloide  x  =  9  -  sen  6,  y  =  1  —  cos  6. 


6.42.  Evalue  f  (3x2  +  2y)  dx  —  (x  +  3  cos  y)  dy  alrededor  del  paralelogramo  cuyos  vertices  estan  en  (0,  0),  (2,  0),  (3,  1 )  y 

(1,  1). 
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6.43.  Calcule  el  area  limitada  por  un  arco  de  la  cicloide  x  =  a{9  —  sen  0),  y  =  a(  I  —  cos  6),  a  >  0,  y  el  eje  x. 

6.44.  Determine  el  area  acotada  por  la  hipocicloide  .x2^3  +  y2^3  =  fl2^3,  a  >  0. 

Sugerencia :  Las  ecuaciones  parametricas  son.*  =  a  cos3  6,y  =  a  sen3  9. 

6.45.  Demuestre  que  en  coordenadas  polares  (p,  <fi),  se  cumple  la  expresion  xdy-ydx  =  p2  d<f>.  Interprete  \\ xdy  —  y  dx. 

6.46.  Encuentre  el  area  de  un  lazo  de  la  rosa  de  cuatro  hojas  p  =  3  sen  2 <f>. 

6.47.  Calcule  el  area  de  los  dos  lazos  de  la  lemniscata  p2  =  a2  cos  2 cf>. 

6.48.  Obtenga  el  area  del  lazo  de  la  hoja  de  Descartes  x3  +  y3  =  3axy,  a  >  0  (vea  la  figura  6-16). 


Figura  6-16 


Sugerencia:  Sea  y  =  tx,  y  obtenga  las  ecuaciones  parametricas  de  la  curva.  Despues  utilice  el  hecho  de  que 


1 


1 


Area  =  -®  xdy  —  y  dx  =  -d) 


I  =  -  <p  x 1  dt 


6.49.  Verifique  el  teorema  de  Green  en  el  piano  |c  ( 2x  —  y3)  dx  —  xy  dy,  donde  C  es  la  frontera  de  la  region  encerrada  por 
las  circunferencias  x2  +  y2  =  1  y  x2  +  y2  =  9. 


6.50. 


Evalue 


'(  1-0)  -ydx  +  xdy  ... 

- - - r—  a  lo  largo  de  las  trayectonas  siguientes: 

0,0)  x-+yz 


a)  Segmentos  de  linea  recta  que  van  de  (1,  0)  a  (1,  1),  luego  a  (  —  1,  1)  y  despues  a  (—1,  0). 

b)  Segmentos  de  linea  recta  que  van  de  (1,  0)  a  (1,  —  1),  despues  a  (—  1,  —  1)  y  luego  a  (— 1,  0). 

Demuestre  que,  aun  cuando  dM/dy  =  dN/dx  la  integral  de  linea  es  dependiente  a  la  trayectoria  que  une  (1,0) 
a  (—  1,  0)  y  explique. 

6.51.  Por  cambio  de  variables  de  (x,  y)  a  (u,  v)  y  de  acuerdo  con  la  transformacion  .v  =  x(u,  v)  e  y  =  y (u,  v),  demuestre 
que  el  area  A  de  la  region  R  limitada  por  una  curva  simple  cerrada,  C,  esta  dada  por 


Ax 

dy 

du  dv  donde  J  (  ’ '  )  = 

du 

du 

\U ,  V ) 

\u,  v) 

Ax 

dy 

R 

dv 

dv 

es  el  jacobiano  de  jr  y  de  y  con  respecto  de  u  y  v.  ^Que  restricciones  establecena  el  lector?  Ilustre  el  resultado  donde 
u  y  v  son  coordenadas  polares. 

Sugerencia:  Use  el  resultado  A  =  \\xdy  —  y dx,  transforme  a  coordenadas  u  y  v,  y  luego  utilice  el  teorema  de 
Green. 


6.52. 


Evalue  JJS  F  •  n  dS,  donde  F  =  2xyi  +  yz2j  +  x;k  y  S  es: 

a)  La  superficie  del  paralelepfpedo  limitado  porx  =  0,  y  =  0,  z  =  0,  x  =  2,  y  =  1  y  z  =  3. 

b)  La  superficie  de  la  region  acotada  por.v  =  0,  y  =  0,  y  =  3,  z  =  0  y  x  +  2z  =  6. 
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6.53. 

6.54. 

6.55. 

6.56. 

6.57. 

6.58. 

6.59. 

6.60. 
6.61. 

6.62. 

6.63. 

6.64. 

6.65. 

6.66. 

6.67. 

6.68. 

6.69. 

6.70. 


Verifique  el  teorema  de  divergencia  para  A  =  2x2yi  —  y2j  +  4xz2k  tornado  sobre  la  region  en  el  primer  oetante 
limitado  por  y2  +  z2  =  9  y  x  =  2. 

Evalue  JJS  r  •  n  dS,  donde  a)  S  es  la  esfera  de  radio  igual  a  2  con  centro  en  (0,  0,  0),  b)  S  es  la  superficie  del  cubo 
limitado  por  x  =  —  1,  y  =  —  1,  z  =  —  1,  x  =  1 ,  y  =  lyz  =  1  y  c)  S'  es  la  superficie  limitada  por  el  paraboloide 
z  =  4  —  (x2  +  y2)  y  el  piano  xy. 

Suponga  que  S  es  cualquier  superficie  cerrada  que  encierre  un  volumen  V,  y  A  =  ax i  +  by j  +  czk.  Demuestre  que 
JJS  A  •  n  dS  =  (a  +  b  +  c)V. 

Suponga  que  H  =  rot  A.  Demuestre  que  JJS  H  •  n  dS  =  0  para  cualquier  superficie  cerrada  S. 

Suponga  que  n  es  la  normal  unitaria  que  sale  desde  cualquier  superficie  cerrada  de  area  S.  Demuestre  que 

JJJ v  div  ndV  =  S. 

Demuestre  que  C1Y_  _ 
r2 

Demuestre  que  jfsr5ntfS  =  JXfv5rW. 

Demuestre  que  JJ^n  dS  =  0  para  cualquier  superficie  cerrada  S. 

Demuestre  que  la  segunda  identidad  de  Green  puede  escribirse  como 


[[(<£V2i//-i fjV2<f))dV  =  (cf>—  -  ip— )  dS. 

JJ  JJ  \  dn  dn  J 

v  s 

Demuestre  que  JJ5  r  x  dS  =  0  para  cualquier  superficie  cerrada  S. 

Verifique  el  teorema  de  Stokes  para  A  =  (y  —  z  +  2)i  +  (yz  +  4)j  —  xzk,  donde  S  es  la  superficie  del  cubo  x  =  0, 
y  =  0,  z  =  0,  x  =  2,  y  =  2yz  =  2,  sobre  el  piano  xy. 

Verifique  el  teorema  de  Stokes  para  F  =  xzi  —  yj  +  x2yk.  donde  S  es  la  superficie  de  la  region  acotada  por  x  =  0, 
y  =  0,  z  =  0  y  2x  +  y  +  2z  =  8,  que  no  esta  incluida  en  el  piano  xz. 

Evalue  JJS(V  x  A)  •  n  dS,  donde  A  =  (x2  +  y  —  4)i  +  3xyj  +  (2xz  +  z2)k  y  S  es  la  superficie  de  a)  el  hemisferio 
x2  +  y2  +  z2  =  16  sobre  el  piano  xy  y  b)  el  paraboloide  z  =  4  —  (x2  +  y2)  sobre  el  piano  xy. 

Sea  A  =  2yzi  —  (x  +  3y  —  2)j  +  (x2  +  z)k.  Evalue  JJS  (VxAj’ndS  sobre  la  superficie  de  interseccion  de  los 
cilindros  x2  +  y2  =  a2,  x2  +  z2  =  a2,  incluidos  en  el  primer  oetante. 

Un  vector  B  siempre  es  normal  a  una  superficie  cerrada  S.  Demuestre  que  rot  B  dV  =  0,  donde  V  es  la  region 
limitada  por  S. 


Sea  j)  E-  dr  =  — —  II H  •  dS,  donde  S  es  cualquier  superficie  limitada  por  la  curva  C.  Demuestre  que 

c  s 

13H 

V  x  E  = - . 

c  3 1 


Demuestre  que  §c  4>  dr  =  JJ5  <iSx  V0. 


Use  la  equivalencia  de  operadores  del  problema  resuelto  6.25  para  llegar  a  que:  a)  b)  V  •  A  y  c)  V  X  A,  en 
coordenadas  rectangulares. 


6.71.  Haga  la  demostracion  de  que  V(f>  •  A  dV  =  ffs  cf> A  -  n  dS  —  JJJV  0V-  A  dV. 
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6.72.  Sea  r  el  vector  de  posicion  de  cualquier  punto  en  relacion  con  un  origen  O.  Suponga  que  </  tiene  derivadas  conti- 
nuas  de  al  menos  segundo  orden,  y  sea  S  una  superficie  cerrada  que  encierra  un  volumen  V.  Denote  a  <])  en  O  por 
medio  de  </>„.  Demuestre  que 


-V<J>-  <J>V 
r 


dS  = 


V2<J> 


dV  +  a 


donde  a  =  0  o  47 T<f>0,  segun  si  O  esta  fuera  o  dentro  de  S. 


6.73.  El  potencial  <fi(P)  en  un  punto  P(x,  y,  z )  debido  a  un  sistema  de  cargas  (o  masas)  qi,  q2,  q„,  que  tienen  vectores 

de  posicion  iq,  r2,  . . r,„  con  respecto  de  P.  esta  dado  por: 


^=E 

m=  1 


(fan 

I'm 


Demuestre  la  ley  de  Gauss: 


JJ  E-  dS  =  AttQ 

s 

donde  E  =  —  W<f>  es  la  intensidad  de  campo  electrico,  S  es  una  superficie  que  encierra  todas  las  cargas  y 
Q  =  ELt  9m  es  la  carga  total  dentro  de  S. 


6.74.  Si  una  region  V  acotada  por  una  superficie  S  tiene  una  distribucion  de  carga  (o  masa)  continua  de  densidad  p,  en- 
tonces  el  potencial  4>{P )  en  un  punto  P  esta  definido  por 

,  fff  pdy 

4>=  - • 

.  JJ  r 

v 

Haga  suposiciones  razonables  y  deduzca  lo  siguiente: 

a)  JJS  E-  dS  =  4n  p  dV,  donde  E  =  —  V<^>. 

b)  V2(f>  =  —Airp  (ecuacion  de  Poisson)  en  todos  los  puntos  P  en  los  que  existen  cargas,  y  V2(f>  =  0  (ecuacion  de 
Laplace)  donde  no  hay  cargas. 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


6.37. 

a)  valor  comun 

b)  valor  comun 

=  3/2, 

=  5/3 

6.48. 

3a2/ 2 

6.38. 

—  877- 

6.49. 

valor  comun  =  6077- 

6.39. 

127T 

6.50. 

a)  7T,  b)  —  77 

6.40. 

128/5 

6.52. 

a)  30,  b)  351/2 

6.41. 

6ir2  —  Att 

6.53. 

180 

6.42. 

-6 

6.54. 

a)  32i t,  b)  24,  c)  24 77- 

6.43. 

377 -a2 

6.63. 

valor  comun  —  —4 

6.44. 

377Z72/8 

6.64. 

valor  comun  =  32/3 

6.46. 

977-/8 

6.65. 

a)  — 1677,  b)  —Att 

6.47. 

fl2 

6.66. 

—a2(3TT  +  8fl)/12 

Coordenadas  curvilmeas 


7.1  INTRODUCCION 

El  lector  ya  esta  familiarizado  con  el  sistema  de  coordenadas  rectangulares  (x,  y )  y  el  de  coordenadas  polares  (r,  ft), 
en  el  piano.  Los  dos  sistemas  se  relacionan  por  medio  de  las  ecuaciones  siguientes: 

x  =  r  cos  ft,  y  =  r  sen  ft  y  r  =  ^ xf  +  y2,  ft  =  arc  tan  ( y/x ) 

Este  capftulo  trata  con  sistemas  de  coordenadas  generales  en  el  espacio. 


7.2  Transformacion  de  coordenadas 

Supongamos  que  las  coordenadas  rectangulares  de  cualquier  punto  (x,  y,  z)  en  el  espacio  se  expresan  como  funciones 
de  (in,  w2,  M3).  Por  ejemplo: 

x  =  x(u\,  U2,  M3),  y  =  y(ui,  U2,  U3)  y  z  =  z(u\,  112,  M3)  (1) 

Suponga  que  las  expresiones  en  (1)  pueden  resolverse  para  u\,  112  y  M3,  en  terminos  de  .1%  y  y  z,  es  decir, 

mi  =  ui(x,  y,  z),  «2  =  m2(x,  y,  z)  y  m3  =  u3(x,  y,  z)  (2) 

Se  supone  que  las  funciones  expresadas  en  (1)  y  (2)  tienen  un  solo  valor  y  derivadas  continuas  de  modo  que  la  corres- 
pondencia  entre  (x,  y,  z)  y  (u\,  m2,  M3)  es  linica.  En  la  practica,  esta  suposicion  tal  vez  no  se  aplique  en  ciertos  puntos 
y  se  requiera  alguna  consideracion  especial. 

Dado  un  punto  P  con  coordenadas  rectangulares  (x,  y,  z),  es  posible  asociar  a  partir  de  (2)  un  conjunto  linico  de 
coordenadas  (u\,  m2,  M3)  llamadas  coordenadas  curvilmeas  de  P.  Los  conjuntos  de  ecuaciones  (1)  o  (2)  definen  una 
transformacion  de  coordenadas. 


7.3  Coordenadas  curvili'neas  ortogonales 

Las  superficies  Mi  =  ci,  m2  =  c2  y  M3  =  C3,  donde  ci,  c2  y  C3  son  constantes,  se  llaman  superficies  de  coordenadas  y 
cada  pareja  de  ellas  se  interseca  en  curvas  llamadas  curvas  coordenadas  o  rectas  coordenadas  (vea  la  figura  7-1).  Si 
las  superficies  de  coordenadas  se  intersecan  en  angulos  rectos,  el  sistema  de  coordenadas  curvilmeas  se  denomina 
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ortogonal.  Las  curvas  coordenadas  u\,  u2  y  m3  de  un  sistema  curvilmeo  son  analogas  a  los  ejes  coordenados  x,yyz 
de  un  sistema  rectangular. 


z 


7.4  Vectores  unitarios  en  sistemas  curvili'neos 

Sea  r  =  xi  +  _yj  +  "k  el  vector  de  posicion  de  un  punto  P,  en  el  espacio.  Entonces,  la  expresion  (1)  puede  escribirse 
como  r  =  M2,  M3).  Un  vector  tangente  a  la  curva  u\  en  P  (para  la  cual  M2  y  M3  son  constantes)  es  dr/du\.  Enton¬ 

ces,  un  vector  unitario  tangente  en  dicha  direccion  es  ei  =  (dr/dni)|dr/dni|  de  modo  que  dr/dui  =  /z  1  e  1 .  donde  h\  = 
|3r/dni|.  En  forma  similar,  si  e2  y  e3  son  vectores  unitarios  tangentes  a  las  curvas  M2  y  M3  en  P,  respectivamente,  en¬ 
tonces  dr/ dm  =  h2e2  y  dr/du2  =  h2e2,  donde  h2  =  |dr/dn2|  y  h2  =  |3r/3n3|.  Las  cantidades  hi,  h2  y  h$  se  llaman  f adores 
de  escala.  Los  vectores  unitarios  ei,  e2  y  e3  tienen  las  direcciones  en  las  que  crecen  U\,  u2  y  M3,  respectivamente. 

Como  Vmi  es  un  vector  en  P  normal  a  la  superficie  U\  =  c  1,  un  vector  unitario  en  dicha  direccion  esta  dado  por 
Ei  =  Vhi/|Vui|.  De  manera  similar,  los  vectores  unitarios  E2  =  Vm2/|Vu2|  y  E3  =  Vn3/|VM3|  en  P,  son  normales  a  las 
superficies  u2  =  c2  y  M3  =  C3,  respectivamente. 

Entonces,  en  cada  punto  P  de  un  sistema  curvilmeo,  en  general  existen  dos  conjuntos  de  vectores  unitarios,  ei, 
e2  y  e3,  que  son  tangentes  a  las  curvas  coordenadas  Ei,  E2  y  E3  normales  a  las  superficies  coordenadas  (vea  la  figura 
7-2).  Los  conjuntos  son  identicos  si  y  solo  si  el  sistema  de  coordenadas  curvilmeas  es  ortogonal  (consulte  el  proble- 
ma  7.19).  Ambos  conjuntos  son  analogos  a  los  vectores  unitarios  i,  j  y  k,  en  coordenadas  rectangulares,  pero  difieren 
de  estos  en  que  pueden  cambiar  de  direccion  de  un  punto  a  otro.  Es  posible  demostrar  (vea  el  problema  7.15)  que  los 
conjuntos  dr/dui,  dr/ du2,  dr/du2  y  Vn  1,  Vm2,  Vm3  constituyen  sistemas  recfprocos  de  vectores. 

Un  vector  A  puede  representarse  en  terminos  de  los  vectores  unitarios  basicos  ei,  e2  y  e3  o  Ei,  E2  y  E3  en  la 
forma 


A  —  Aiei  +  A2e2  +  A3e3  —  fliEi  +  a2E2  +  £*3E3 


donde  Ai,  A2,  A 3  y  ci\,  a2,  a2  son  las  componentes  respectivas  de  A  en  cada  sistema. 

Tambien  se  puede  representar  A  en  terminos  de  los  vectores  basicos  dr/dui,  dr/du2  y  dr/dui  o  Vmi,  Vm2  y  VM3, 
que  se  llaman  vectores  unitarios  basicos  pero  que  en  general  no  son  vectores  unitarios.  En  este  caso 


A  = 


3r  3r  3r 

C\- — t-  c2- - (-  c3- — 

dMi  0U2  0U3 


—  Cjai  +  ^20:2  +  C3a3 


y 


A  =  ciVmi  +  c2Vm2  +  c3Vm3  =  ci  Pi  +  c2p2  +  C3P3 


donde  Ci,  C2  y  C3  reciben  el  nombre  de  componentes  contravariantes  de  A,  y  ci,  c2  y  c3  se  llaman  componentes 
covariantes  de  A  (consulte  los  problemas  7.33  y  7.34).  Observe  que  ctp  =  dr/dup,  Pp  =  Vm,„  p  =  1,  2,  3. 
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7.5  LONGITUD  DE  ARCO  Y  ELEMENTOS  DE  VOLUMEN 

En  primer  lugar  se  debe  recordar  que  el  vector  de  posicion  de  un  punto  P  puede  escribirse  en  la  forma  r  =  r(ni,  u2, 
M3).  Entonces, 

3r  3r  3r 

dr  =  — du\  H - du2  H - du2  =  h\  du jei  +  h2  dune2  +  /13  du 363 

3m 1  3m2  3m3 

Por  tanto,  la  diferencial  de  longitud  de  arco,  ds,  se  determina  a  partir  de  ds2  =  dr  •  dr.  Para  sistemas  ortogonales, 
ei  •  e2  =  e2  •  e3  =  e3  •  ei  =  0,  y 

ds2  =  h 2  du 1  +  li2  du\  +  h2  du2 

Para  sistemas  curvilineos  no  ortogonales,  o  generales,  consulte  el  problema  7.17. 

A  lo  largo  de  una  curva  u\,  son  constantes  n2  y  M3,  por  lo  que  dr  =  h}  du\C\.  Entonces,  la  diferencial  de  longitud 
de  arco  ds\  a  lo  largo  de  U\  en  P  es  htdut.  De  manera  similar,  las  diferenciales  de  longitud  de  arco  a  lo  largo  de  m2  y 
M3  en  P  son  ds2  =  h2  du2,  ds2  =  h2  du2. 

En  relacion  con  la  figura  7-3,  el  elemento  de  volumen  para  un  sistema  de  coordenadas  curvilineas  esta  dado  por 
dV  =  | (// 1  diiiCi)  •  ( h2  du2e2)  x  ( h2  <7M3e3)|  =  h\h2h2  du\  du2  du2 

ya  que  |e3  •  e2  x  e3|  =  1. 


M3 


7.6  Gradiente,  divergencia  y  rotacional 


Las  operaciones  de  gradiente,  divergencia  y  rotacional  pueden  expresarse  en  terminos  de  coordenadas  curvilineas. 
En  especifico,  se  aplica  la  siguiente  proposicion. 

proposicion  7.1:  Suponga  que  es  una  funcion  escalar  y  A  =  Aiei  +  /t2e2  +  A3e3  es  una  funcion  vectorial  de 

coordenadas  curvilineas  ortogonales  u\,  m2  y  m3.  Entonces  se  cumplen  las  leyes  siguientes: 


i)  A<P  =  grad  €> 


-Pi  +  — 


1  3$ 


1  3<T> 


ii) 


A  •  A  =  div  A 


A  X  A  =  rot  A 


1 

hhih  . 

1 

h\h2h 


d 

- — (/Z2^3^l) 
du  1 

Mi 

/?2e2 

3 

3 

3m  1 

3m2 

h\A\ 

h2A2 

+  —  (hih\A2)  + 

dU2 

/t3e3 

3 

3m3 

/t3A3 


3 

- — (/ti/t2A3) 

3  m3 


Hi) 
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i\)  V2<1>  =  Laplaciano  de  <T> 

i  r  a  /h2h  9<J>\  a  /%/* x ao\  a  /hxh2  aoy 

h i /12/13  9m  1  \  /ii  du\J  du2  V  h 2  dii2 )  du2  \  h2  duj, ) 

Observe  que  si  h\  =  h2  =  I13  =  1,  y  ei,  e2  y  e?  se  sustituyen  por  i,  j  y  k,  entonces  las  leyes  anteriores  se  reducen 
a  las  expresiones  habituales  en  coordenadas  rectangulares,  donde  (ux,  u2,  M3)  es  reemplazado  por  (x,  y,  z). 

Los  resultados  anteriores  se  amplian  por  medio  de  una  teorfa  mas  general  de  sistemas  curvilineos  con  el  empleo 
de  metodos  de  analisis  tensorial,  que  se  estudia  en  el  capitulo  8. 

7.7  Sistemas  especiales  de  coordenadas  ortogonales 

La  siguiente  es  una  lista  de  nueve  sistemas  especiales  de  coordenadas  ortogonales  ademas  de  las  rectangulares  ha¬ 
bituales  (x,  y,  z). 

1 .  Coordenadas  cilmdricas  (p,  <f>,  z). 

Vea  la  figura  7-4.  Aqui, 

x  =  p  cos  <fi ,  y  =  p  sen  (j)  y  z  —  z 
donde  p>0,0<cf><  2i t,  — °°  <  z  <  °°,  =  1,  /i^  =  p  y  h,  =  1 . 

2.  Coordenadas  esfericas  (r,  6,  (f>). 

Vea  la  figura  7-5.  En  este  caso, 

x  =  r  sen  9  cos  4>,  y  =  r  sen  9  sen  cf>  y  z  —  r  cos  9 
donde  r  >  0,  0  <  <f>  <  2tt,  0  <  9<  tt,  hr  =  1,  hg  =  r  y  =  r  sen  6. 


Figura  7-4  Fieura  7-5 

3.  Coordenadas  cilmdricas  parabolicas  (m,  v,  z). 

Vea  la  figura  7-6.  Ahora, 

x  =  ^(m2  —  v2),  y  =  mv  y  z  =  z 

donde  -00  <  u<  00 ,  v  >  0,  —00  <  z  <  00 ,  hu  =  hv  =  \!u2  +  v2  y  hz  =  1 . 
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En  coordenadas  cilfndricas,  it  =  2p  cos  (</>/ 2),  v  =  v/2p  sen  ( <A/ 2)  y  z  =  Z- 

En  la  figura  7-6  se  muestran  los  trazos  de  las  superficies  coordenadas  sobre  el  piano  xy.  Son  parabolas  con  el 
mismo  foco  y  eje  comun. 


4.  Coordenadas  paraboloides  ( u ,  v,  <!>). 

Aquf, 

x  =  wv  cos  cf) ,  y  =  uv  sen  <A,  z  =  j(m2  —  v2) 


donde  m>0,  v>0,  0  <  cf)  <  2tt,  hu  =  liv  =  Vm2  +  v2  y  It $  =  uv. 

A1  girar  las  parabolas  de  la  figura  7-6  por  arriba  del  eje  x,  se  obtienen  dos  conjuntos  de  superficies  coor¬ 
denadas,  y  el  eje  cambia  su  nombre  a  z.  El  tercer  conjunto  de  superficies  coordenadas  son  pianos  que  pasan  a 
traves  de  dicho  eje. 

5.  Coordenadas  cilfndricas  elfpticas  ( u ,  v,  z). 

Consulte  la  figura  7-7.  Aquf, 

x  =  a  cosh  m  cos  v,  y  =  a  senh  u  sen  v  y  z  —  z 
donde  u  >  0,  0  <  v  <  277,  — ■ °°  <  z  <  00 ,  hu  =  hY  =  a  'J senh2  u  +  sen2  v  y  hz  =  1 . 
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Los  trazos  de  las  superficies  coordenadas  sobre  el  piano  xy  se  ilustran  en  la  figura  7-7.  Son  elipses  e  hiper- 
bolas  con  los  mismos  focos. 


Figura  7-7 


6.  Coordenadas  esferoidales  alargadas  (£  r/,  </>). 
Aquf: 


x  =  a  sen h  £  sen  77  cos  <f>,  y  =  a  senh  f  sen  77  sen  </>,  z  =  a  cosh  f  cos  77 

donde  £  >  0,  0  <  77  <  77-,  0  <  cf>  <  2tt ,  =  hv  =  a  Vsenh2^  +  sen2  77  y  =  a  senh£seni7. 

Cuando  se  hacen  girar  las  curvas  de  la  figura  7-7  alrededor  del  eje  x  se  obtienen  dos  conjuntos  de  superficies 
coordenadas,  y  el  eje  cambia  su  nombre  a  eje  z.  El  tercer  conjunto  de  superficies  coordenadas  son  pianos  que 
pasan  a  traves  de  este  eje. 

7.  Coordenadas  esferoidales  achatadas  (£  17,  <f>). 

Aquf, 


x  =  a  cos h  £,  cos  77  cos  <p,  y  =  a  cosh  £cos  77  sen  (f>  y  z  —  a  senh  f  sen  77 

donde  £  >  0,  —  tt/2  <  r]  <  it/2,  0  <  $  <  2tt,  =  hv  =  a  1 J senh2  /  +  sen2  77  y  /r^  =  a  cosh  £cos  77. 

Cuando  se  hacen  girar  las  curvas  de  la  figura  7-7  alrededor  del  eje  y,  se  obtienen  dos  conjuntos  de  superfi¬ 
cies  coordenadas,  y  el  eje  cambia  su  nombre  a  eje  z.  El  tercer  conjunto  de  superficies  coordenadas  son  pianos 
que  pasan  a  traves  de  este  eje. 
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8.  Coordenadas  elipsoidales  (A,  /t,  v). 

Aquf, 


x2  y2  z2 

2  -  \  +  b2  -  X  +  c2  -  X 


=  1, 


2  2  2 
xr  yz  z  _  1 

a2  —  /jl  b2  —  /jl  c2  —  (i 
a2  —  v  b2  —  v  c2  —  v 


X  <  c2  <  b2  <  a2 
c2  <  /jl  <  b2  <  a2 
c2  <  b2  <  v  <  a2 


=  1  /  (m  ~  A)(v  —  A) 

U  2y  (a2  —  X.)(b2  —  A)(c2  —  A)’ 

_  1  /  (v  -  m)(A  -  /a)  ~ 
M  2  y  (a2  —  ii)(b2  —  n)(c2  —  /jl) 

i  _}_  /  (A  -  v)(fi  -  v) 

1  2  V  (fl2  —  v)(b2  —  v)(c2  —  v) 


9.  Coordenadas  bipolares  (n,  v,  z). 

Consulte  la  figura  7-8.  Aquf, 


x2  +  (y  —  a  cot  u)2  =  a2 esc2  m,  (.r  —  a  coth  v)2  +  y2  =  a2csch2  v,  z  —  z 


o  bien. 


x  = 


a  senh  v 
cosh  v  —  cos  a  ’ 


a  sen  it 


cosh  v  —  cos  u  ’ 


z  =  z 


donde  0  <  u  <  2tt,  —  °°  <  v  <  — 00  <  z  <  00 ,  hu  =  hv  =  a/ (cosh  v  —  cos  u)  y  hz=  1. 

En  la  figura  7-8  se  muestran  las  superficies  coordenadas  sobre  el  piano  xy.  Cuando  las  curvas  de  dicha  figura 
giran  alrededor  del  eje  y,  el  eje  cambia  su  nombre  a  eje  z  y  se  obtiene  un  sistema  de  coordenadas  toroidales. 


y 


Figura  7-8 
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PROBLEMAS  RESUELTOS 


Describa  las  superficies  coordenadas  y  las  curvas  coordenadas  para  coordenadas  a)  cilmdricas  y  b)  esfericas. 

Sol  u  cion 

a)  Las  superficies  coordenadas  (o  superficies  de  nivel)  son: 

p  —  C\  cilindros  coaxiales  con  el  eje  z  (o  eje  z  si  ci  =  0). 

<p  —  C2  pianos  a  traves  del  eje  z. 
z  =  C3  pianos  perpendiculares  al  eje  z. 

Las  curvas  coordenadas  son: 

Interseccion  dc  p  =  t|  y  <f>  =  cy  (curva  z)  es  una  linea  recta. 

Interseccion  de  p  =  Ci  y  z  =  c 3  (curva  <f>)  es  una  circunferencia  (o  punto). 

Interseccion  de  <f>  =  C2  y  z  —  C3  (curva  p)  es  una  linea  recta. 

b)  Las  superficies  coordenadas  son: 

r  =  Ci  esferas  con  centra  en  el  origen  (u  origen  si  ci  =  0). 

8  =  C2  conos  con  vertice  en  el  origen  (rectas  si  C2  =  0  o  n,  y  el  piano  xy  si  C2  =  zr/2). 

4>  =  c-i  pianos  a  traves  del  eje  z. 

Las  curvas  coordenadas  son: 

Interseccion  de  r  =  Ci  y  9  =  C2  (curva  (/>)  es  una  circunferencia  (o  punto). 

Interseccion  de  r  =  Ci  y  <f>  =  c?  (curva  8)  es  una  semicircunferencia  (ci  *■  0). 

Interseccion  de  6  =  C2  y  4>  =  C3  (curva  r)  es  una  recta. 

Determine  la  transformacion  de  coordenadas  cilmdricas  a  rectangulares. 

Sol  u  cion 

Las  ecuaciones  que  definen  la  transformacion  de  coordenadas  cilmdricas  a  rectangulares  son: 


X  =  P  COS  (f> 

(1) 

y  =  p  sen  (f> 

(2) 

z  =  z 

(3) 

Al  elevar  al  cuadrado  las  ecuaciones  (1)  y  (2)  y  sumarlas  se  obtiene:  p2(cos2  (f>  +  sen2  (f> ) 
V x2  +  y2,  ya  que  cos2  (f>  +  sen2  0  =  1  y  p  es  positivo. 

Se  divide  la  ecuacion  (2)  entre  (1), 

=  x2  +  y2  0 

y  p  sen  cf>  y 

-  = - -  =  tan  q>  o  bien  <p  =  arc  tan  - 

X  pc  OS  (p  X 

Entonces,  la  transformacion  requerida  es: 

p  =  V  x2  +  y2 

y 

(f>  =  arc  tan- 
x 

z  —  z 


(4) 

(5) 

(6) 


Observe  que  <fi  es  indeterminado  para  puntos  sobre  el  eje  z  (x  =  0,  y  =  0).  Estos  se  llaman  puntos  singulares 
de  la  transformacion. 


Problemas  resueltos  ^ 


7.3. 


7.4. 


Demuestre  que  un  sistema  de  coordenadas  cilmdricas  es  ortogonal. 

Sol u  cion 

El  vector  de  position  de  cualquier  punto  en  coordenadas  cilmdricas  es 

r  =  jd  +  yj  +  zk  =  p  cos  (jA  +  p  sen  </>j  +  zk 

Los  vectores  tangente  a  las  curvas  p,  <f>  y  z  estan  dados  respectivamente  por  dr /dp,  dr/dcf)  y  dr/dz,  donde 

dr  , .  , .  dr  , .  , .  dr 

—  =  cos  <pi  +  sen  qi j,  — -  =  —psen  cp\  +  p cos  <pj,  —  =  k 

dp  dtp  dz 


Los  vectores  unitarios  en  estas  direcciones  son 


ei  =  e„  = 


dr/dp  _  cos  (f> i  +  sen  (fi, j 


^2  — 


es  =  e,  = 


P  I  dr/ dpi  t/cos2  <f>  +  sen2  <^> 

dr/d(f>  —p  sen  <f>i  +  p  cos  <f>j 


|dr/d<^|  V p2  sen2  cf>  +  p2  cos2  cf> 

dr/  dz 


=  cos  <f>i  +  sen  <f>j 

=  —  sen  </>i  +  cos  </>] 


|dr/dz| 


=  k 


Entonces 


ei  •  ej  =  (cos  (f>i  +  sen  <f>j)  •  (—sen  (j> i  +  cos  </>))  =  0 
d  •  e3  =  (cos  fa  +  sen  </»j)  •  (k)  =  0 
e2  •  e3  =  (—sen  </A  +  cos  </>j )  •  (k)  =  0 

y  por  tanto  ei,  e2  y  e3  son  mutuamente  perpendiculares  y  el  sistema  de  coordenadas  es  ortogonal. 

Represente  el  vector  A  =  zi  —  2xj  +  yk  en  coordenadas  cilmdricas.  Con  el  resultado  anterior  determine  Ap, 
A</,yAz. 

Sol u  cion 

Del  problema  7.3, 


ep  =  cos  4>i  +  sen  </>j 
=  —  sen  <fA  +  cos  <fj] 
e,  =  k 

A1  resolver  las  ecuaciones  (1)  y  (2)  en  forma  simultanea, 

i  =  cos  </>ep  —  sen  j  =  sen  </>ep  +  cos  ^e^,. 

Entonces 

A  =  zi  —  2rj  +  yk 

=  z(cos  <£ep  —  sen  —  2pcos  4>( sen  0ep  +  cos  +  psen  (f>ez 
=  (z cos  <p  —  2pcos  0sen  r/>)ep  —  (zsen  ^  +  2pcos2  ^>)e^  +  psen 


(1) 

(2) 

(3) 


Ap  =  zcos  <f>  —  2pcos  </»sen  <fi,  A$  =  —zsen  <f>  —  2p cos2  <f>  y  Az  =  p sen  0. 

d-d 

7.5.  Demuestre  que  —  ep  =  cpe<f„  —  =  —  cpep  donde  los  puntos  denotan  diferenciacion  con  respecto  del  tiem- 

po,  f. 


Sol  u  cion 

Del  problema  7.3  se  tiene 

ep  =  cos  </A  +  sen  cfi j  y  =  —  sen  4>i  +  cos  <pj 
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Entonces 


-ep  =  —(sen  <£)<£ i  +  (cos  <p)4>j  =  (—sen  cfA  +  cos  0j )<7>  =  < 


=  —(cos  0)<jM  —  (sen  ^>)<£j  =  —(cos  <fA  +  sen  6  =  — <jf>ep 

7.6.  Exprese  la  velocidad  v  y  la  aceleracion  a  de  una  particula  en  coordenadas  cilmdricas. 

Sol u  cion 

En  coordenadas  rectangulares,  el  vector  de  posicion  es  r  =  xi  +  yj  +  :ky  los  vectores  de  velocidad  y  aceleracion 
son: 

dr  .  d2  r 

v  =  —  =  xi  +  vj  +  zk  y  a  =  — j  =  xi  +  yj  +  gk 

En  coordenadas  cilmdricas,  segun  el  problema  7.4: 

r  =  d  +  yj  +  zk  =  (pc os  <f>)( cos  <^>ep  —  sen  <^>e<p)  +  (psen  0)(sen  </>ep  +  cos  <^>e<p)  +  zez 
=  peP  +  zez 

Entonces 

dr  dp  dep  dz  ■  . 

v  =  dT  d7 ep  +  p  dT  +  777^  =  pep  +  p<^  +  ^ 

con  el  resultado  del  problema  7.5.  A1  diferenciar  otra  vez, 

d2  r  d  ■ 

a  =  ^  =  ^(pe"+P(^+ZeJ 

■  •,  •;  •  'i 

=  p—  +  pep  +  p<7>—  +  +  P<?*<t>  +  2ez 

=  p<^»e<p  +  pep  +  p<7>(-<7*P)  +  p#e^  +  pipe#  +  ze, 

=  (p  -  pit>2)eP  +  ( p<i>  +  2 p0)e^  +  ze, 
con  el  resultado  del  problema  7.5. 

7.7.  Encuentre  el  cuadrado  del  elemento  de  longitud  de  arco  en  coordenadas  cilmdricas  y  determine  los  factores 
de  escala  correspondientes. 

Sol u  cion 

Primer  metodo. 

x  =  p cos  <^>,  y=psen</>  y  z  =  z 
dx  =— psen  4>  d(/>  +  cos  (f>  dp,  dy  =  pcos  (f>  d<f>  +  sen  (f>  dp  y  dz  =  dz 

Entonces 

dy2  =  dx2  +  dy2  +  dz1  =  (—psen  <f>  d(f>  +  cos  (f>  dp)2  +  (p cos  (f>  d<f>  +  sen  (f>  dp)2  +  (dz)2 
=  (dp)2  +  p2(d(J>)2  +  (dz)2  =  h\(dp )2  +  h\(d<t> )2  +  h\(dz )2 
y  los  factores  de  escala  son:  h\  =  hp  =  1,  hi  =  =  p  y  =  hz  =  1 . 

Segundo  metodo.  El  vector  de  posicion  es  r  =  p  cos  <j>\  +  p  sen  (/j\  +  zk.  Entonces, 


dr  =  — dp  +  — -d(j>  +  — dz 
dp  dq>  dz 

=  (cos  4> i  +  sen  <f>j)dp  +  (—psen  (f>i  +  p cos  4>j)d<p  +  k  dz 
=  (cos  (f>  dp  —  psen  <f>  d<f>) i  +  (sen  <f>  dp  +  p cos  <f>  d<f>) j  +  k  dz 

Entonces 

ds 2  =  dr  •  dr  =  (cos  (j>  dp  —  psen  <f>  d<f>)2  +  (sen  dp  +  p cos  (f>  d<^>)2  +  (dz)2 
=  (dp)2  +  p2(d(f>)2  +  (dz)2 


Problemas  resueltos  ^ 


7.8.  Resuelva  el  problema  7.7  para  coordenadas  a )  esfericas  y  b)  cilmdricas  parabolicas. 

Sol u  cion 

a)  x  =  r  sen  0  cos  cf>,  y  =  r  sen  0  sen  (J)  y  z  —  r  cos  0 
Entonces, 

dx  =  —  r  sen  dsen  (f>  d<fi  +  r  cos  dcos  <f>  d0  +  sen  0cos  <fi  dr 
dy  =  r  sen  0  cos  <f>  d(f>  +  r  cos  0  sen  <fid0  +  sen  0  sen  dr 
dz  =  —  r  sen  0d0  +  cos  0  dr 

y 

{ds)2  =  (dx)2  +  (dy)2  +  (dz)2  =  (dr)2  +  r2(d0)2  +  r2  sen2  0(d(f>)2 
Los  factores  de  escala  son  hi  —  hr=  1,  h2  =  ho  =  r  y  h2  =  =  r  sen  0. 

b)  x  =  |  O2  -  v2),  y  =  uv  y  z  =  z 

Entonces 


tfe  =  m  du  —  v  dv,  dy  =  udv  +  v  du  y  dz  —  dz 

y 

(ds)2  =  (dx)2  +  (dv)2  +  (dz)2  =  (m2  +  v2)(du )2  +  (w2  +  v2)(dv)2  +  (dz)2 
Los  factores  de  escala  son  Aj  =  /j„  =  Vm2  +  v2,  h2  =  hv  =  \Iu2  +  v2  y  h2  =  hz  =  1. 

7.9.  Dibuje  un  elemento  de  volumen  en  coordenadas  a)  cilmdricas  y  b)  esfericas,  y  diga  las  magnitudes  de  sus 
aristas. 

Sol u  cion 

a)  Las  aristas  del  elemento  de  volumen  en  coordenadas  cilmdricas  (vea  la  figura  l-9a)),  tienen  magnitudes  p  d<p, 
dp  y  dz.  Esto  tambien  podrfa  verse  por  el  hecho  de  que  las  aristas  estan  dadas  por: 

ds\  —  h\dui  =  (1  )(dp)  =  dp,  ds2  =  h2du2  =  pd(f>  y  ds2  —  (l)(dz)  =  dz 

con  el  empleo  de  los  factores  de  escala  obtenidos  en  el  problema  7.7. 


a)  Elemento  de  volumen  en  coordenadas  cilmdricas.  b)  Elemento  de  volumen  en  coordenadas  esfericas. 

Figura  7-9 
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b )  Las  aristas  del  elemento  de  volumen  en  coordenadas  esfericas  (vea  la  figura  7-9b ))  tienen  magnitudes  dr,  r  dO 
y  r  sen  9  dtp.  Esto  tambien  se  evidencia  con  el  hecho  de  que  las  aristas  estan  dadas  por 

ds i  =  hi  du\  =  (1  )(dr)  =  dr,  ds2  =  h 2  duj  —  r  dO  y  <fs3  =  h 3  duj,  =  r  sen  9  dip 

con  el  uso  de  los  factores  de  escala  obtenidos  del  problema  7.8 a). 

7.10.  Encuentre  el  elemento  de  volumen  dV  en  coordenadas  a)  cilmdricas,  b)  esfericas  y  c)  parabolicas. 

Sol  u  cion 

El  elemento  de  volumen  en  coordenadas  curvillneas  ortogonales  U\,  112,  m3,  es: 

dV  =  /7i/?2/j3  du  1  dii2  dui, 

a)  En  coordenadas  cilmdricas,  u\  =  p,  u2  =  <p,  M3  =  z,  h\  =  1,  h2  =  p  y  h.3  =  1  (vea  el  problema  7.7).  Entonces, 

dV  =  (l)(p)(l)  dpdipdz  =  p  dpdipdz 

Esto  tambien  puede  observarse  de  manera  directa  en  la  figura  l-9a)  del  problema  7.9. 

b)  En  coordenadas  esfericas,  u\  =  r,  m2  =  6,  n3  =  <f>,  h\  =  1,  h2  =  r  y  /; 3  =  r  sen  9  (vea  el  problema  7.8fl)).  En¬ 
tonces, 

t/y  =  ( 1  )(r)(r  sen  0)  dr  d9d<f>  =  r2  sen  9  dr  d9  dcf> 

Esto  tambien  puede  observarse  directamente  en  la  figura  l-9b). 

c)  En  coordenadas  cilmdricas  parabolicas,  u\  =  u,  m2  =  v,  m3  =  z,  h\  =  Vu2  +  v2,  h2  =  V  u2  +  v2  y  /j3  =  1  (vea 
el  problema  7.8 b)).  Asf, 

dV  =  ( Vu 2  +  v2)(Vu2  +  v2)(l)  du  dv  dz  =  ( u 2  +  v2)  du  dv  dz 


7.11.  Obtenga  a)  los  factores  de  escala  y  b )  el  elemento  de  volumen  dV,  en  coordenadas  esfericas  achatadas. 

Sol  u  cion 

a)  x  =  a  cosh  ^cos  97  cos  <p,  y  =  a  cosh  £cos  97  sen  cp,  z  —  a  senh  £sen  17 

dx  =  —a  cosh  pcos  rj  sen  <p d(p  —  a  cosh  £sen  17  cos  tpdn 7  +  a  senh  pcos  17  cos  ip  dp 
dy  =  a  cosh  ^cos  97  cos  (p  d(p  —  a  cosh  £sen  97  sen  <p  dp  +  a  senh  £cos  97  sen  ip  dp 
dz  =  a  senh  p  cos  97  dp  +  a  cosh  p  sen  97  dp 

Entonces, 

(ds)2  =  (dx)2  +  (dy)2  +  (dz)2  =  a2(senh2  p  +  sen2  p)(dp)2 

+  a2(senh2  p  +  sen2  p)(dp)2 
+  a 2  cosh2  p  cos2  p(d(p)2 

y  hi  =  h^  =  a  Vsenh2  p  +  sen2  97,  h2  =  hv  =  a  Vsenh2  p  +  sen2  17  y  h3  =  =  a  cosh  p  cos  p. 

dV  =  (a  Vsenh2  p  +  sen2  p)(a  t/senh2  p  +  sen2  p)(a  cosh  p  cos  p)dpdp  dip 
=  a3(senh2  p  +  sen2  97)  cosh  p  cos  97  dp,  dp  dip 


b) 


Problemas  resueltos  {Q 


7.12.  Encuentre  expresiones  para  los  elementos  de  area  en  coordenadas  curvilmeas  ortogonales. 

Sol  u  cion 

En  relation  con  la  figura  7-3,  los  elementos  de  area  estan  dados  por 

dA\  =  \(}i2  du2e2)  x  (/*3  2/22363)!  =  /j2^3 1©2  x  ei\dii2  dui,  =  722/23  du2  du 3 

ya  que  |e2  x  e3 1  =  |ei|  =  1.  En  forma  similar: 

(M2  =  |  f /?  1  du  id)  x  (/13  2/22363)1  =  h\li2  du\  2/223 
2/A3  =  | (/r  1  1  e  1 )  x  (h2  dii2^2)\  =  h\h2  du\  2/222 

7.13.  Suponga  que  u\,  112  y  223  son  coordenadas  curvilmeas  ortogonales.  Demuestre  que  el  jacobiano  de  x,  y  y  z  con 
respecto  de  u\,  u2  y  223  es 


x,  y,  z 

U\,  U2 ,  W3 


d(x,  y,  z ) 


dx 

dy 

dz 

du\ 

du  1 

dui 

dx 

dy 

dz 

322-2 

du2 

du2 

dx 

dy 

dz 

822.3 

duj 

du2 

Sol  u  cion 

Segun  el  problema  2.38,  el  determinante  dado  es  igual  a: 


dy  .  d z 


3 y  .  3 z 


dy  .  dz 


—  i H — — j  -I — — k  •  — i  +  —  j+—  k  x  — i  +  —  j+—  k 
\3«i  dui  du  1  /  \du2  du2  8222  /  \3m3  8223  8223  / 

3r  3r  3r 

=  T —  ■  q —  x  - —  =  /z  1  e  1  -  h2^2  x  «3e3 
du  \  0U2  ou  3 

=  721/22/2361  •  62  X  63  =  /21/22/23 

Si  el  jacobiano  es  identicamente  igual  a  cero,  entonces  dr/dui,  dr/du2,  dr/du 3  son  vectores  coplanares  y  la 
transformation  coordenada  curvillnea  falla,  es  decir,  existe  una  relation  entre  x,  y  y  z  que  tiene  la  forma  F(x,  y,  z)  =  0. 
Entonces  se  debe  pedir  que  el  jacobiano  sea  diferente  de  cero. 

7.14.  Evalue  JJJy  (x2  +  y2  +  z2)  dx  dy  dz  donde  V  es  una  esfera  con  centra  en  el  origen  y  radio  igual  a  a. 

Sol  u  cion 

La  integral  requerida  es  igual  a  ocho  veces  la  integral  evaluada  sobre  la  parte  de  la  esfera  contenida  en  el  primer 
octante  (vea  la  figura  7-IO22)). 


Figura  7-10 
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Entonces,  en  coordenadas  rectangulares,  la  integral  es  igual  a: 

a  \/ a 2  — x 2  \A;2  — x2  —  y2 

8  (x2  +  y 2  +  z2)  dz  dy  dx 

x=0  v=0  z=0 

pero  la  evaluacion,  aunque  es  posible,  es  tediosa.  Es  mas  facil  utilizar  coordenadas  esfericas  para  hacerla.  A1  cam- 
biar  a  coordenadas  esfericas  el  integrando,  x2  +  y2  +  z2,  es  sustituido  por  su  equivalente  r  2,  en  tanto  que  el  elemento 
de  volumen  dx  dy  dz  es  reemplazado  por  el  elemento  de  volumen  r  2  sen  6  dr  dOd<f>  (vea  el  problema  7.10/?)).  Para 
cubrir  la  region  requerida  en  el  primer  octante,  se  hacen  constantes  dy  ^(consulte  la  figura  7-10fo))  y  se  integra  de 
r  —  0  a  r  =  a\  entonces  se  hace  constante  a  cf>  y  se  integra  de  9  =  0  a  n/l\  por  ultimo  se  integra  con  respecto  de  (f> 
de  <j)  —  0  a  <f>  =  nil..  Aqui  realizamos  la  integracion  en  el  orden  r,  9,  <f>,  aunque  puede  usarse  cualquier  otro  orden. 
El  resultado  es: 


tt/2  tt/2  a  tt/2  tt/2  a 

!  (r2)(r2sen  9  dr  d6  d(f>)  =  8  r4 sen  6  dr  dO  d(j> 

4>=0  6=0  r= 0  4>=0  6=0  r= 0 


tt/2  tt/2 


^sen  9 
5 


o^5 

dO  dcf)  =  —5- 


tt/2  tt/2 


sen  0  dO  d(\> 


(f>= 0  6=0 

tt/2 


(f>= 0  6=0 


8  a5 
5 


—  cos  6 


4>= 0 


tt/2 


d<fi  = 


8a5 


tt/2 


d(f>  = 


47 tct 


<^= 0 


Fi'sicamente,  la  integral  representa  el  momento  de  inercia  de  la  esfera  con  respecto  del  origen,  es  decir,  el 
momenta  polar  de  inercia,  si  la  esfera  tiene  densidad  unitaria. 

En  general,  cuando  se  transforman  integrales  multiples  de  coordenadas  rectangulares  a  curvillneas  ortogona- 
les,  el  elemento  de  volumen  dx  dy  dz  es  sustituido  por  h^h^h?,  du\  du2  du2,  o  su  equivalente. 

J\ — ’  ~V’’  — \du\  dm  du 3 
\uuu2,mj 


donde  J  es  el  jacobiano  de  la  transformacion  de  x,  y,  z  a  u\,  u2,  m  (vea  el  problema  7.13). 

7.15.  Sean  u\,  u2  y  m  las  coordenadas  generales.  Demuestre  que  dr/dwi,  dr/ du2,  dr/du2  y  Vmi,  Vm2  y  Vi<3  son 
sistemas  de  vectores  recfprocos. 


So  I  u  cion 


Se  debe  demostrar  que 


3r 

3  up 


•  VUq 


1  si  p  =  q 
0  si  p  ¥=  q 


donde  p  y  q  adoptan  cualquiera  de  los  valores  1,  2  y  3.  Tenemos: 

3r  3r  3r 

dv  —  — —  du  1  — —  du2  +  — —  du?, 

OUi  OU2  OU3 


Se  multiplica  por  Vrq  •.  Entonces, 


,  (  3r  \  (  3r  \ 

V;r  1  •  dr  =  du\  =  I  Vu\  •  - )du\  +  I  V/q  •  - 1 


du\J 


dm  +  (  V«i  •  - — ) 
3 u2)  V  9m3/ 


du  3 


o  bien: 


3r  3r  3r 

V/q  •  - =  1,  Viq  •  - =  0,  V(q  •  - =  0 

3m  1  dm  du2 


De  modo  similar,  las  relaciones  restantes  se  demuestran  con  la  multiplicacion  por  Wm  •  y  Vm3  •. 
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7.16. 


Demuestre  que 


9r  9r 

9«2  9l<3 


{Vzq  •  VM2  x  Vz(3}  =  1. 


Solucion 


Del  problema  7.15,  dr/ditu  dr/du2,  dr/du?,  y  Vz<i,  Vzz2,  Vzz3,  son  sistemas  de  vectores  reclprocos.  Entonces,  se  llega 
al  resultado  requerido  con  el  problema  2.53c). 

El  resultado  es  equivalente  a  un  teorema  sobre  los  jacobianos  para 


VzZj  •  V«2  x  Vzz 3  = 


du  1 

du  1 

du\ 

dx 

9y 

du2 

dU2 

du2 

dx 

dy 

~dz 

9zz3 

dU3 

dU3 

dx 

dy 

dz 

y  por  tanto 


x,  y,  z 

li\,  U 2,  M3 


U\,  M2,  M3 

X,  y,  z 


1,  con  el  empleo  del  resultado  del  problema  7.13. 


7.17. 


Demuestre  que  el  cuadrado  del  elemento  de  la  longitud  de  arco  en  coordenadas  curvilmeas  generales  se  pue- 
de  expresar  con 

3  3 

ds2  =  ^2  ^2  gP‘i  duP  du‘i 

P=  1  9=1 


Solucion 

Se  tiene  que 

,  9r  9r  9r 

dr  = - du  1  H - dzz^  H - dzz3  =  oq  du\  +  a2  dzz^  +  a3  dn3 

du\  du2  “  9zz3 

Entonces 

ds2  =  dr  •  dr  =  a.\  •  ol\  du2  +  OZ]  •  oz2  du\  dzz2  +  cti  •  a3  du\  du 3 
+  a2*  cq  du2  dit\  +  a2*  a2  du2  +  a2*  oz3  du2  dzz3 
+  a3  •  cq  du 3  du\  +  a3  •  a2  dzz3  du2  +  a3  •  a3  du\ 

3  3 

—  ^  !  y  !  Spq  dup  dUq 

P=  1  9=1 

donde  gpq  =  ap-  aq. 

Esta  se  llama  la  forma  cuadratica fundamental  o  forma  metrica.  Las  cantidades  gpq  se  denominan  coeficientes 
metricos  y  son  simetricos,  es  decir  gpq  =  gqp.  Si  gpq  =  0,  p  A  q,  entonces  el  sistema  de  coordenadas  es  ortogonal. 
En  este  caso,  gn  =  h2,  g22  =  h2,  g33  =  h2.  La  forma  metrica  extendida  a  un  espacio  dimensional  mayor  tiene  im- 
portancia  fundamental  en  la  teoria  de  la  relatividad  (consulte  el  capitulo  8). 


Gradiente,  divergencia  y  rotacional  en  coordenadas  ortogonales 

7.18.  Obtenga  una  expresion  para  V<J>  en  coordenadas  curvilmeas  ortogonales. 

Solucion 

Sea  V4>  =/iei  +/2e2  +/3e3,  donde  deben  encontrarse/i,/2  y/3.  Como 

9r  9r  9r 

civ  — - du\  H - ciUf  H - ciU'x 

n  i  1  13  ^  1  r\ 

OU\  0U2  0M3 


—  h  1  c  1  du\  /i2®2  du,2  +  /Z3C3  du^ 
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se  tiene 


d<$>  =  V4>  •  dr  =  h\f\  du\  +  hifi  du2  +  hjf3  du3 


(1) 


Pero 


3$  ,  3$  ,  3$  , 

flCP  = - du  i  H - dui  H - du-x 

dui  du2  OU3 


A1  igualar  las  ecuaciones  ( 1 )  y  (2), 


1  3<P  1  34> 

hi  dui  '  h2  du2 


1  3<P 

/I3  du.3 


(2) 


Entonces, 


r  ei  3<T)  3<P  e-i  34> 

V<P  =  , - b— - b  — — 

hi  3«  1  h2  du2  H3  3m3 


Esto  indica  la  equivalencia  del  operador 


ei  3  e-)  3  ei  3 

V  =  — - b— - b— — 

hi  dui  h2  du2  /13  3m3 

que  se  reduce  a  la  expresion  usual  para  el  operador  V  en  coordenadas  rectangulares. 

7.19.  Sean  U\,  u2  y  M3  coordenadas  ortogonales.  a)  Demuestre  que  |Vmp|  =  hp  p  =  1,2,  3.  b)  Demuestre  que 
ep  =  E p. 

Sol  u  cion 

a)  Sea  $  =  ui  del  problema  7.18.  Entonces  Vmi  =  ei/hi  y  as!  |Vmi|  =  |ei|//?i  =  hi1,  puesto  que  |ei|  =  1.  De  ma- 
nera  similar,  al  tener  d>  =  u2  y  n3,  |Vm2|  =  h2  y  |Vm3|  =  h3  . 

V//, 

b)  Por  definicion,  E;,  =  —  ^ .  Del  inciso  a),  podemos  escribirlo  Ep  =  hpVup  =  y  el  resultado  se  demuestra. 

7.20.  Demuestre  ei  =  h2h3Vu2  x  VM3  con  ecuaciones  similares  para  c2  y  e3  donde  ui,  u2  y  u3  son  coordenadas  orto¬ 
gonales. 

Sol u  cion 

Del  problema  7.19, 


ei  Y7  e2 

Vmt  =  — ,  Vn?  =  — 

h’  ~  h2 


Entonces 


De  manera  similar. 


Vm2  X  V«3  = 


e2  x  e3  _  ei 
h2h3  h2h3 


VM3=f. 

«3 


d  =  /i2/i3V«2  x  VM3. 


e2  =  h3hi  V«3  x  Vmi  y  e3  =  /?i/!2Vmi  x  Vm2. 


7.21.  Demuestre  que  en  coordenadas  ortogonales, 


a)  V  •  (A  1  e ! )  = 


1 


h  1 112I13  du 


(Aih2h3) 


e2  3  ei  3 

b)  VX(Aiei)=--  (Aihi)--^-—  (AM 


h3h\  3m3 


hi  h2  3m2 


con  resultados  similares  para  los  vectores  A2e2  y  A3e3. 


Problemas  resueltos 


So  I  u  cion 


a)  Del  problema  7.20, 


(A i e i )  =  V  •  (A\h2h2V  u2  x  Va3) 

=  V(Alft2^3)  ‘  Va2  X  Va3  -t“A|/72/z3V  •  (Va2  x  Va3) 

=  V{Axh2h2) .  ^  X  ^  +  0  =  VCA^As)  •  7^- 

«2  «3  «2«3 

Ci  3  Go  d  9 

7—7, —  (Aih2h2)  +  —  - — (A\h2h2)  +  —  - — ( A\h2h2 ) 
/l  1  /l2  9^2  /Z3  9z/3 


1 


-(A\h2h-i) 


Ji  1  h2h2  du 1 
ft)  V  x  (A  1  e  1 )  =  V  x  (Ai/;iV«i) 

=  V(Ai/zi)  x  Vzzi  +A1A1V  x  Vzzi 

=  V(A^!)  x  ^-  +  0 
hi 

Ci  9  Go  d  Go  d 

1^  —  (Alhl)  +  f—(Allh)  +  r  —  (Alhl) 

n\  OU\  tl 2  0U2  rlo,  Olio, 


ei 

x  h 


e2 


h2h\  3a3 


3  e3 

(A  1  /i  1 )  - 


h\h2  du2 


(A1A1) 


ei 

h2hj 


7.22.  Exprese  div  A  =  V  •  A  en  coordenadas  ortogonales. 

Sol  u  cion 


V  •  A  =  V  •  (Aid  +A2e2  +  A3e3)  =  V  •  (Aid)  +  V  •  (A2e2)  +  V  •  (A3e3) 


1 

h\h2h2 


9  9  9 

a — (A\h2h2)  +  - — (A2/j3/zi)  +  - — (A2h\h2) 
3a  1  ou2  3a3 


con  el  resultado  del  problema  7.21a). 

7.23.  Exprese  rot  A  =  V  x  A  en  coordenadas  ortogonales. 


Solucion 


V  x  A  =  V  x  (Aid  +A2e2  +  A3e3)  =  V  x  (Aid)  +  V  x  (A2e2)  +  V  x  (A3e3) 
®2  3  .  .  .  e3  3 .  e3  3  , .  ,  ,  d  3 

(A1/21)  — 


/z3/z  1  3a3 

ei 


/12/Z3  3 u2 


h  1  ft2  3«2 

3  ei 

(A3/i3)  - 


3  e3 

(A !  /l !  )  +  3 


h\h2  3a  1 


3  ej 

(A2/i2)  - 


h2h2  3a3 


(A2/i2) 


h2h\  3a 


(A3/Z3) 


Cl 

h2hj 


9  9 

7^(.A3h3)-—(A2h2) 
du2  3a3 


e2 

ft3/ii 


9  9 

—  (Ai/n)  -  —  (A3/13) 
9^3  9wj 


C3  r  9  9 

■7-t-  T-lMhi)-—  (Ai/n) 
/z  1  ^2  9zz  1  9z<2 


con  el  problema  7.21ft).  Esto  puede  escribirse 


Mi 

h2e2 

ft3e3 

1 

3 

3 

3 

h\h2h2 

du  1 

du2 

3a3 

A\h\ 

A2h2 

A3ft3 

CAPITULO  7  COORDENADAS  CURVILINEAS 
7.24.  Exprese  V2i//en  coordenadas  curvilmeas  ortogonales. 


So  I  u  cion 

Del  problema  7.18, 


Si  A  =  Vi/f,  entonces  A\ 


V  ifj 


1^,a2  = 

hi  dui 


ej  3i [i  e2  3*A  e3  9*A 
h\  du\  h2  du2  h2  du2 

— A3  =  —  — ^  v  por  el  problema  7.22, 
h2  du2  "  /i3  9m3 


V- A 


v-  V(//=  v2i a 


1 

'_9_  //»2/33  9</A 

l+  — 1 

(hhi 

h\h2h2 

3«i  \  hi  du\) 

du2 

\  h2 

3  u2) 

9  M  9</A 
9/^3  \  /?3  du2J 


7.25.  Use  la  definicion  de  integral 


div  A  =  V 


A  =  Hm 

AV-*0 


JJASA.n^ 


AU 


(vea  el  problema  6.19)  para  expresar  V  •  A  en  coordenadas  curvilmeas  ortogonales. 

Sol  u  cion 

Considere  el  elemento  de  volumen  AV  (vea  la  figura  7-11)  cuyas  aristas  son  hi  Au\,  h2  Au2  y  h2  A w3. 

Sea  A  =  Aiei  +  A2e2  +  A3e3  y  sea  n  la  normal  unitaria  hacia  fuera  de  la  superficie  A S  de  AV.  En  la  cara  JKLP, 
n  =  —  ei.  Entonces,  aproximadamente,  tenemos  que: 

A  •  n  dS  =  (A  •  n  en  el  punto  P)  (area  de  JKLP) 

JKLP 

=  [CA i e i  +  A2e2  +A3e3)  •  (— ei)](h2h^  Au2  Am3) 

=  — A\h2h2  Au2  Ai<3 


En  la  cara  EFGH,  la  integral  de  superficie  es 


A\h~>h2  Au2  Au2  -\ - (Aih^hi  Au2  A//3)  Au \ 

dui 

diferente  en  infinitesimos  de  orden  mayor  que  Au\  A u2  A m3.  Entonces,  la  contribucion  neta  de  estas  dos  caras  a  la 
integral  de  superficie  es: 


—  (Ai/i2/i3  Am2  Am3)A«i  =  —  {Axh2hi)Aui  A u2  A»3 

ilu  i  du  i 


La  contribucion  de  las  seis  caras  de  AV  es 


d  d 

- — (Ai/i2/i3)  +  - — ( A2h\h2 ) 
du\  du2 


+  r—  (A3hih2) 

du2 


An i  A u2  Au2 


Se  divide  esto  entre  el  volumen  hih2h2  A iii  A u2  A «3,  y  se  obtiene  el  lfmite  cuando  Aiq,  A u2  y  Am3  tienden  a  cero,  y 
se  llega  a: 


div  A  =  V  •  A 


1 

h\h2h2 


d  d  d 

- — (Ai/i2/j3)  +  - — (A2/ji/;3)  +  - — (A2h\h2) 
du  i  du2  du2 


Observe  que  se  habrfa  obtenido  el  mismo  resultado  si  se  hubiera  elegido  el  elemento  de  volumen  AV  de  modo 
que  P  estuviera  en  su  centra.  En  este  caso,  el  calculo  se  harfa  en  forma  analoga  al  que  se  siguio  en  el  problema  4.2 1 . 


Problemas  resueltos  ^ 


Figura  7-11 


e3 


7.26.  Utilice  la  definicion  de  integral 

<L  A  •  dr 

(rot  A)  •  n  =  (V  x  A)  •  n  =  lfm  - 

v  '  AS 

(consulte  el  problema  6.35)  para  expresar  V  X  A  en  coordenadas  curvilmeas  ortogonales. 

Sol  u  cion 

Primero  calcularemos  (rot  A)  •  ei.  Pai'a  ello,  consideremos  la  superficie  Si  normal  a  ei  en  P,  conro  se  ilustra  en  la 
figura  7-12.  La  frontera  de  S\  se  denotara  eon  C\.  Sea  A  =  Aiei  +  A2e2  +  A3e3-  Tenemos: 


<p  A  •  dr  = 


A  •  dr  + 


A  •  dr  + 


A  •  dr  + 


A  •  dr 


PQ 


QL 


Se  cumplen  las  aproxinraciones  siguientes: 


J  A  •  dr  =  (A  en  P)  •  (h2  Au2t2) 

PQ 


Entonces 


o  bien 


—  (Aiei  +  A2e2  +  A3e3)  •  (h2  A «2e2)  —  A2h2  A u2 


A  •  dr  —  Aihi  A u2  +  — —  (A2h2  Am2)  Am3 
dn3 


ML 


A  -  dr  =  —A2hi  A u2 

LM 


—  (A2h2  Am2)Am3 
dw3 


De  manera  similar. 


(1) 


(2) 


A-  dr  =  (Aen  P)-  (/!3Af/3e3)  =  A3/j3  A w3 

PM 


o: 


MP 


A-  dr  =  — A3/;3  Aw3 


(3) 


CAPITULO  7  COORDENADAS  CURVILINEAS 


QL 


A1  sumar  (1),  (2),  (3)  y  (4),  se  tiene 


A*  dr  —  A3/i3  Am3  H - (A3/23  Am?)  Am? 

3m2 


(4) 


9  9 

<J)  A-  dr  =  - —  (A3/13  Am?)  Am2  -  7  (A2/j?  A u2)  A m3 

9^2  9^3 


Cl 


^-(a3/!3)  -  ^-(a2/22) 

9m?  9m3 


Am2  AM3 


que  difiere  en  infinitesimos  de  orden  mayor  que  Am?A m3. 

Se  divide  entre  el  area  de  Si  igual  a  Tz2/73  Am?Am3  y  se  obtiene  el  lfmite  euando  Am?  y  AM3  tienden  a  cero. 


(rot  A)  •  ei  = 


1 

h2ln 


- — (A3/j3)  —  - — (A2/j2) 
9m2  MM3 


De  manera  similar,  al  elegir  areas  S2  y  S3  perpendiculares  a  e?  y  e?  en  /’.  respectivamente,  se  encuentra  (rot  A)  •  e? 
y  (rot  A)  •  e3.  Esto  lleva  al  resultado  requerido: 


rot  A  = 


ei 

h2hj, 

+  ^- 
h2hi 


- — (A3/z3)  —  - — ( A2h2 ) 
0U2  9m3 


9  9 

—  (Ai/ji)  -  —  (A3/.3) 
9m3  9m  1 


-1 — — 
/11/1? 

- —  (A2/j2)  — 
9mi 

—  (A- 

3m? 

/lie. 

h2e2 

/!3e3 

1 

3 

3 

3 

h ih2h2 

3m  1 

3  m2 

3  m3 

/qAi 

h2A2 

/!3A3 

El  resultado  tambien  hubiera  podido  obtenerse  con  la  election  de  P  como  el  centra  del  area  Si;  entonces,  el 
calculo  se  habria  hecho  como  en  el  problema  6.36. 

7.27.  Exprese  en  coordenadas  cilmdricas  las  cantidades:  a)  V<i>,  b)  V  •  A.  c)  V  X  A  y  d)  Y2d>. 

Sol  u  cion 

Para  coordenadas  cilmdricas  (p,  <f>,  z), 

mi  =  p,  m?  —  cf)  y  m3  =  z;  ei  =  ep,  e?  =  y  e3  =  e:; 

y 

hi  =  hp  =  1,  h2  =  h(j>  =  p  y  h2  =  hz  =  1 

„  1  3$  1  3<f  1  3$ 

a)  Vd>  = - ei  H - e?  H - e3 

h\  3m  1  h2  3 m2  h2  3m3 

1  3<E  1  3d>  1  34> 

=  l3pe',  +  p3^e0  +  I^e: 

3d>  1  9<1>  9<1> 

=  7-  ep  +  -77  +  —  e- 

3p  p  3<p  3z 


Problemas  resueltos  o 


b )  V  •  A  = 


1 

hih2h3 

1 

dxpxT) 

i 
p 


- — (h2h2Ai)  +- — (/z3/iiA2)  +- —  (hih2A3) 

OU\  OU-2  0W3 


dp 


((p)(l)Ap)  +^((1)(1)A0)  +  ^((l)(p)Az) 


donde  A  =  Apei  +  A^e2  +  A-e3,  es  deeir,  Ai  =  Ap,  A2  =  A^  y  A3  =  A-. 


he  1 

h2e2 

h3  e3 

ep 

Pe<£ 

ez 

1 

a 

a 

a 

1 

a 

a 

a 

hih2h3 

3k  1 

du2 

a«3 

p 

3p 

d(f) 

3z 

h\Ai 

h2A2 

a3A3 

Ap 

pA<f> 

1 

P 


ep 


</)  v2d> 


1 

h\h2hj 


d  /  h  2  h  5  3(ll  \ 

flwi  \  h\  du\J 


d  / h2h\  SOX  3  fh\h2  3d? 

3n2  \  /j2  du2)  du3  \  h3  du3 


1 


(1)(P)(1) 


'  a 

dp 


/(p)(l)»D\  +  ^ 
V  (1)  W  d<f> 
1  a2<i>  a2d> 

P2  ddr  dz2 


/(1)(1J»D\ 
V  P  d(f>) 


+  d  /(D(p)MA 
az  \  (l)  3z / 


7.28.  Exprese:  a)  V  x  A  y  b)  V2^  en  coordenadas  esfericas. 

Sol  u  cion 


Aqm,  u  1  =  r,  u2  =  0 y  «3  =  ei  =  er ,  e2  =  e<? y  e3  =  e^;  /q  =  hr  =  1,  h2  =  hg  =  r  y  h3  =  hj,  =  r  sen  0. 


1 

h\e\ 

a 

h2e2 

a 

h3e3 

a 

1 

e, 

a 

ree 

a 

rsen  0  e<^ 

a 

h\h2h3 

3wi 

du2 

du3 

(l)(r)(r  send) 

dr 

30 

d<f> 

h\A\ 

h2A2 

h3A3 

Ar 

rA„ 

/-sen  0A^ 

1 

r2  sen  0 


{^('•sen0A0) 

^-(rsenPA^)J 


ree  + 


dAr 

~dd 


r sen  0  e$ 


b)  V2i/f 


1 

"  a 

P/i2/j3  3t/A 

!  a 

'h3h\  di 

hih2h3 

3wi 

^  /?1  3niy 

du2 

^  *2  a«2y 

a  fh\h2  di 1/ 
du3  \  h3  du3 


1 

(l)(r)(rsen0) 

1 

r2  sen  0 


a  / (r)(r  sen  0)  3i/A 
dr  \  (1)  dr) 


3  /(r  sen  0)(  1 )  3i/A 

ael  r  30  j 


1"  sen  0  —  /V2  — ^ 

+  -) 

f : sen  0  — 'j 

1  a2i f 
+  9 

3r  \  dr J 

30  ' 

k  ap; 

sen  030"_ 

,  a  AD(r)  #\ 

d<f>  \r  sen  dd(f>) 


1  a  /  2  3t/A  1  a  /  ai/A  1  a2iA 

r2  3/-  \  dr  )  r2  sen  ddd  \  H  d6 )  r2  sen2  9  3<£2 


o  CAPITULO  7  COORDENADAS  CURVILINEAS 


7.29.  Escriba  la  ecuacion  de  Laplace  en  coordenadas  cilmdricas  parabolicas. 

Sol u  cion 


Del  problema  7.8 b). 


u  i  =  u,  U2  =  v.  y  m3  =  z;  hi  =  Vk2  +  v2,  da  =  vw2  +  v2  y  d3  =  1 


Entonces, 


V2i//  = 


M2  +  V2  d«  \ 


J  +  v!)» 

du  I  dv  \  dv  I  dz\  dz  ) 


1  (d2t  +  d2*\  +d^P 

u2  +  v2\  du 2  dv2  )  dz2 


y  la  ecuacion  de  Laplace  es  V2i/r  =  0  o  bien 

d2ip  dr ijy  2  2 'd2*/'  -n 
d^+d^  +  (M  +V)^-° 

7.30.  Exprese  la  ecuacion  de  conduccion  del  calor,  dU/d t  =  kV2U,  en  coordenadas  cilmdricas  elipticas. 

Sol u  cion 

En  este  caso,  u\  =  u,  uz  =  v  y  ui  =  z;  hi  =  h 2  =  aVsenh2w  +  sen2v  y  d3  =  1.  Entonces, 


V2[/  =■ 


d  /dU\  d  ( dU\  d  (  ,  ,  ,  ac/b 

—  —  —  +  —  —  +  —  a  (senh'w  +  sen-!')  — 
l  /  a,,  \  a,,  a~  \  ■  '  a,  , 


u2(senh“u  +  sen  v)  |_dw  \d;/  /  dv\dvj  dz 


~d2U  +  d2U~\  +  d2U 
5f2(senh2u  +  sen2v)  \_du2  dv2J  dz2 


y  la  ecuacion  de  conduccion  del  calor  es 


dU  \  1  r  d2U  d2Ul  d2U 

dt  la2(senh2«  +  sen2v)  \_du2  dv2  J  dz2 


Coordenadas  curvili'neas  de  superficie 

7.31.  Demuestre  que  el  cuadrado  del  elemento  de  longitud  de  arco  sobre  la  superficie  r  =  r(u,  v )  puede  escribirse 
asf 

ds 2  =  E  du 2  +  2 F  du  dv  +  G  dv2 

Sol  u  cion 


Se  tiene 


Por  tanto 


dr  dr 

dr  =  — du  +  — dv 
dll  dv 


ds1  =  dr  •  dr 


dr  dr  ,  ,  dr  dr  dr  dr  ,  , 

=  —  •  — du  +2 —  •  — du  dv  +  —  •  — dir 

du  du  du  dv  dv  dv 

=  E  du2  +  2  F  du  dv  +  G  dv 2 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


7.32.  Demuestre  que  el  elemento  de  area  de  la  superficie  r  =  r (m,  v)  esta  dado  por 

dS  =  'J EG  —  F2  du  dv 

Sol  u  cion 

El  elemento  de  superficie  esta  dado  por 

/dr  \  ( rlr  \  Sr  Sr  \(  Sr  Sr\  7s r  Sr 

dS  =  — du  I  x  [  — dv  I  =  —  x  —  du  dv  =  .  —  x  —  •  —  x  — 

\du  J  \dv  J  du  dv  \  \du  3v' /  \du  dv 

La  cantidad  bajo  el  radical  es  igual  a  lo  siguiente  (vea  el  problema  2.48): 


dr  r)r\  / dr  3r\  / dr  3r\  / dr  dr 

du  du)\dv  dv)  \3m  Sv/\3v  du 


=  EG-  FL 


de  donde  se  obtiene  el  resultado. 


Problemas  varios  sobre  coordenadas  generates 


7.33.  Sea  A  un  vector  definido  dado  con  respecto  de  dos  sistemas  de  coordenadas  curvillneas  generales  (ii\.  112,  M3) 
y  (mi,  U2,  M3).  Encuentre  la  relacion  entre  las  componentes  contravariantes  del  vector  en  los  dos  sistemas  de 
coordenadas. 

Sol  u  cion 

Suponga  que  las  ecuaciones  de  transformacion  de  un  sistema  rectangular  ( x ,  y,  z )  a  los  sistemas  (ui,  M2,  M3)  y 
(«i,  m2,  m3)  estan  dadas  por: 

x  =  xi(ui,  m2,  m3),  y  =  yiiuu  u2,  m3),  z  =  z\(uu  u2,  m3) 
x  =  x2(mi,  m2,  M3),  y  =  y2(uu  U2,  u3),  z  =  z2(mi,  m2,  m3) 


Entonces  existe  una  transformacion  directamente  del  sistema  (mi,  m2,  m3)  al  sistema  {u\,  u2,  u3)  definida  por: 
Mi  =  mi  (mi,  m2,  m3),  m2  =  u2(u\,  u2,  u3)  y  m3  =  m3(m  1,  m2,  m3) 

y  a  la  inversa.  De  la  ecuacion  (1), 

dr  dr  dr 

dr  =  — du  1  +  — du2  +  — du3  =  cti  du  1  +  a?  du2  +  a3  £/m3 
du  1  du2  du3 

fir  _  Sr  _  dr  _____  _  _ 

dr  =  — d Mi  +  ^^d  mt  +  ^^d  m3  =  ai  dMi  +  ai  diii  +  a3  d;<3 
Smi  du2  "  du3 


Entonces 


ai  dMi  +  a2  du2  +  a3  du3  =  cti  du\  +  a2  du2  +  Oi3  du3 


du  1  _  du\  du\ 

dui  = - du 1  + - dn2  + - du3 

du\  du2  du3 

du2  _  du2  _  du2  _ 

dm  = — -du\  + — -du2  + — -dm 
“  dui  du2  du3 

du3  _  Sm3  _  Sm3  _ 

dm  = — -du\  + - dn2  + - dm 

du  1  du2  du3 


De  la  ecuacion  (2), 
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A1  sustituir  en  la  ecuacion  (3)  e  igualar  los  coeficientes  de  du\,  dii2  y  dui  en  ambos  lados  encontramos  que: 


3m  i  du->  duj, 
ol\  =  oli  —  +  a2-^  +  ol3  — 

OU  \  OU  l  OU  \ 

_  3m i  3 M7  3m3 

«2  =  ai  —  +  a2  —  +  «3  3=- 
3M2  OU2  OU2 

_  3mi  3 M^  3m3 

«3  =  «i  ^=-  +  a2  ^=-  +  «3  t=- 
3M3  3M3  3M3 


(4) 


Ahora  es  posible  expresar  A  en  los  dos  sistemas  de  coordenadas: 

A  =  C|«1  +  C2ot2  +  C3«3  y  A  =  C,ai  +  C2«2  +  C3CK3  (5) 

donde  Ci,  C2  y  C3  y  Ci,  C2  y  C3  son  las  componentes  contravariantes  de  A  en  los  dos  sistemas.  Al  sustituir  la 
ecuacion  (4)  en  la  (5), 


CiO!|  +  C2OL2  +  C3OI3  —  Cl«l  +  C2Oi2  +  C  3«3 


_  3«i  _  3m  1  ,  —  3m  1 


—  I  Ci  —  +  C2  —  +  C3  )«!  +  I  Ci  — 
oii\  0U2  J  y  oii\ 

( n  du2  —  3m3  -  3 m3\ 

+  C,  —  +  C2  —  +  C3  —  «3 

\  Oil  l  011 2  C/W3  / 


_  3m2  ,  -  3m2  ,  —  3 m2 


+  C2  7—  +  C3 

du2  3l<3 


<*2 


Entonces 


_  3mi  —  3mi  —  3mi 

Ci  =  Ci-i+C2^+C3^ 

di/]  0U2  OU3 

_  3m7  —  du2  —  dii2 

C2  =  C,^+C2^+C3^ 
dM]  di<2  d^3 

_  3m 3  —  3m  3  —  3m 3 

C3  =  Ci^+C2^+C3^ 

dM]  0U2  0U3 


(6) 


o,  en  notation  abreviada, 


—  dun  —  dun  —  dun 

Cp  =  cr  +  cr  +  Cr 

oU\  0U2  ou  3 


p  =  1, 2, 3 


(7) 


y,  en  forma  aun  mas  abreviada, 


r  _ 
''  - 


I  9«« 

1  y 


p  =  1,  2,  3 


(8) 


De  modo  similar,  al  intercambiar  las  coordenadas  vemos  que 

—  v — '  3  Up 

CP  =  HC«  3/  P=1 >2’3 

,=1 


(9) 


Los  resultados  anteriores  llevan  a  adoptar  la  definicion  siguiente.  Si  tres  cantidades,  Ci,  C2  y  C3  de  un  sistema 
de  coordenadas  (mi,  u2,  M3)  se  relacionan  con  otras  tres  cantidades,  C 1,  C2  y  C3  de  otro  sistema  de  coordenadas, 
(m  1,  m2,  M3)  por  las  ecuaciones  de  transformacion  (6),  (7),  (8)  o  (9),  entonces  las  cantidades  se  llarnan  componentes 
de  un  vector  contravariante  o  tensor  contravariante  de  primer  rango. 

7.34.  Resuelva  el  problema  7.33  para  las  componentes  covariantes  de  A. 


Solucion 

Escriba  las  componentes  covariantes  de  A  en  los  sistemas  (n  1,  m2,  M3)  y  (Si,  m2,  m3),  como  Ci,  C2,  C3  y  ci,  c2,  C3, 
respectivamente.  Entonces: 


A  =  ci  Vmi  +  c2Vm2  +  C3VM3  =  cjVmi  +  C2VM2  +  C3VM3 


(1) 


Problemas  resueltos  o 


Ahora,  como  up  =  up(u\,  u2,  m3)  con  p  =  1,  2,  3, 


dz 


8 up  811 2  dUp  dip 

du2  dx  du2  8x 

8up  811 2  Slip  811 2 

8u2  dy  du2  8y 


dUp  du2  8 Up  dip 

dui  dz  du2  8z  8uj  dz 


8up  8up  8u  1 

dx  du\  dx 

SUp  dup  8u  1 


— ! -  =  — ! +  — < -  —  +  —i p=  1,2,3 
dy  du\  dy  a’' 

dUp  _  8  Up  8u  1 


(2) 


Asimismo, 


_  _  —  ,  3mi  du2  9m3V 

C\  V«1  +  C2\ll2  +  C3VM3  =|  Cl  — - h  C2~ - h  C3  — —  ll 

dx  dx  dx  ) 


.  dui  du2  du2\ .  (  dip  du2  9m3\ 

+  {Cl^  +  C2^  +  C3^)i+[Cl^  +  C2^  +  C3^]k 


(3) 


(  dui  _  dlli  dM3V 

ClP  Ml  +  C2PM2  +  C3p  M3  =  Cl  —  +C2— -  +  c3—  1 

dx  dx  dx  / 


dMi  du2  _  8 m3\.  /_  dMi  d m2  9m3\ 

+|ci^+«i»+'si7jJ  r,ir+cjir+csirr 


(4) 


A1  igualar  coeficientes  de  i,  j  y  k  en  las  ecuaciones  (3)  y  (4), 


du\  dm  8113  _  dui  _  du2  _  d m3 

ci  —  +  C2  — -  +  C3  — -  =  Cl  —  +  C2  —  +  c3  — 
dx  dx  dx  dx  dx  dx 

dui  dm  dip  _  8u  1  _  dii2  _  d m3 

Ci  — —  +  C2  — —  +  C3  — —  =  Cl  — —  +  C2  — -  +  C3  — 
dy  dy  dy  dy  dy  dy 

dui  dm  dip  _  du  1  _  dTp  _  8U3 

Ci - +  C2  — -  +  C3  — -  =  Ci - +  C2 - +  c3 - 

dz  dz  dz  dz  dz  d Z 


(5) 


A1  sustituir  las  ecuaciones  (2)  con/2  =  1,  2,  3,  en  cualquiera  de  las  ecuaciones  (5),  e  igualar  los  coeficientes  de 


du  1  du2  9m3  9m  1  du2  du 3  3m  1  du2  9m3 
9x  ’  3x  ’  3x  ’  dy  3y  ’  dy  ’  dz  ’  dz  ^  dz 


en  cada  lado,  se  encuentra  que 


dui  dm  dm 
ci  =  ci  —  +  c2  — ^  +  c3  — 
du\  du\  du  1 

du  1  dm  dm 
C2  =  Cl  —  +  c2  — -  +  c3  — 
du2  du2  du2 

dui  dm  dm 
C3  =  Ci - +  c2  — -  +  c3 - 

dM3  dll\  dip 


(6) 


que  puede  escribirse  como 


_  dMi  _  dm  _  dm 
Cn  =  Cl  +  C2  — —  +  C3  — — 


dit 


8Un 


8Un 


p  =  1,  2,  3 


(7) 


o  bien. 


E_  dUn 

Cq  du 
q=  1  °UP 


p  =  1,  2,  3 


(8) 
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Del  mismo  modo,  puede  demostrarse  que: 


Ed  Un 

Cqdup 

q=  1  ‘ 


p  =  1,  2,  3 


(9) 


Los  resultados  anteriores  nos  llevan  a  adoptar  la  definition  siguiente.  Si  tres  cantidades  C\,  c2,  c2  de  un  sistema 
de  coordenadas  (u.\,  U2,  U3)  estan  relacionadas  con  otras  tres  cantidades,  c  1,  C2,  C3  de  otro  sistema  de  coordenadas 
(mi,  u2,  M3)  por  las  ecuaciones  de  transformation  (6),  (7),  (8)  o  (9),  entonces  las  cantidades  se  llaman  componentes 
de  un  vector  covariante,  o  bien  tensor  covariante  del  primer  rango. 

A1  generalizar  los  conceptos  de  este  problema  y  del  7.33  a  espacios  de  dimension  mayor,  y  con  la  generaliza¬ 
tion  del  concepto  de  vector,  llegamos  al  andlisis  tensorial,  que  se  estudia  en  el  capitulo  8.  En  el  proceso  de  gene¬ 
ralization  es  conveniente  usar  una  notation  concisa  a  fin  de  expresar  las  ideas  fundamentales  en  forma  breve.  Sin 
embargo,  debe  recordarse  que  a  pesar  de  la  notation  que  se  emplee,  las  ideas  basicas  que  se  tratan  en  el  capitulo  8 
estan  estrechamente  relacionadas  con  las  que  se  analizan  en  este. 


7.35.  a)  Demuestre  que  en  coordenadas  generates  ( it \ ,  M2,  M3), 


8  = 


8 11 

8 12 

8 13 

(  3r 

3r  3r ' 

821 

g22 

823 

\3mi 

3«2  dli3/ 

831 

g32 

833 

donde  gpq  son  los  coeficientes  de  dup  duq  en  ds2  (vea  el  problema  7.17). 


b)  Demuestre  que  el  elemento  de  volumen  en  coordenadas  generales  es  ^/g  du\  du2  du 3. 


So  I  u  cion 


a)  Del  problema  7.17, 

gpq  =  OLp-OLq 


3r  3r  3x  dx  dy  dv  3 z  3 z 

dup  duq  dup  dUq  3 Up  duq  dup  dUq 


p,  q  =  1.  2,  3 


Entonces,  con  el  uso  del  teorema  siguiente  sobre  multiplication  de  determinantes, 


(1) 


a\ 

a2 

^3 

Ai 

B 1 

Ci 

d\A.\ 

-f-  M2A2  M3A3 

d\B\  -(-  CI2B1  “t-  CI3B3 

Ml  Cl  +  CI2C2  M3C3 

b\ 

b2 

fa 

a2 

b2 

c2 

= 

b\A\ 

+  faA2  +  (33A3 

b\B{  +  faBi  +  b^Bi 

b\C\  +  (72C2  +  I33C3 

Cl 

C2 

C3 

a3 

«3 

C3 

C1A1 

+  C2A2  +  C3A3 

C\B  1  +  C2B2  +  C3S3 

C1C1  +  C2C2  +  C3C3 

se  tiene  que 


3r  3r  \ 
—  x  — 
dll2  du?, ) 


dx 

dy 

dz 

2 

du  1 

du  1 

du  1 

3x 

dy 

dz 

3  U2 

du2 

du2 

dx 

dy 

dz 

d  m3 

du 3 

3  m3 

3x 

dy 

dz 

dx 

dx 

dx 

du  1 

du  1 

du  1 

du  1 

du2 

3  m3 

3x 

dy 

dz 

dy 

dy 

dy 

du2 

du2 

du2 

du  1 

du2 

3  m3 

dx 

dy 

dz 

dz 

dz 

dz 

d  m3 

du 3 

3  m3 

du  1 

du2 

3  m3 

^11 

^12 

§13 

^21 

§22 

§23 

^31 

§32 

§33 

b )  El  elemento  de  volumen  esta  dado  por 


dV  = 


1 


3r 

3m  1 


3r  3r 

dU2  3«3 


du\  du2  dui 


=  *Jgdu\  du2  du3  para  la  parte  a). 

Observe  que.yg  es  el  valor  absolute  del  jacobiano  dex,y  y  z,  conrespecto  de  u\,  M2  y  M3  (vea  el  problema  7. 13). 


Problemas  complementarios 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


7.36.  Describa  y  dibuje  las  superficies  y  curvas  coordenadas  para  a )  cilmdricas  elfpticas,  b)  bipolares  y  c)  cilindri- 
cas  parabolicas. 

7.37.  Determine  la  transformacion  de  coordenadas  a)  esfericas  a  rectangulares  y  b)  esfericas  a  cilmdricas. 

7.38.  Exprese  cada  uno  de  los  siguientes  lugares  geometricos  en  coordenadas  esfericas:  a)  la  esfera  x2  +  y 2  +  z2  = 
9,  b)  el  cono  z2  =  3( x2  +  y2),  c )  el  paraboloide  z  =  x2  +  y2,  d)  el  piano  z  =  0  y  e)  el  piano  y  =  x. 

7.39.  Suponga  que  p,  <p,  z  son  coordenadas  cilmdricas.  Describa  cada  uno  de  los  lugares  geometricos  siguientes  y 
escriba  la  ecuacion  respectiva  en  coordenadas  rectangulares:  a)  p  =  4  y  z  —  0,b)  p  =  4,  c)  cp=  ir/ly  d)  4>—  7r/3 
y  z  =  1. 

7.40.  Suponga  que  u,  v  y  z  son  coordenadas  cilmdricas  elfpticas,  donde  a  =  4.  Describa  cada  uno  de  los  lugares 
geo-metricos  siguientes,  y  escriba  la  ecuacion  para  cada  uno  en  coordenadas  rectangulares: 

a)  v  =  7t/4,  b)  u  =  0  y  z  =  0,  c)  u  =  In  2  y  z  =  2  y  d)  v  =  0  y  z  =  0. 

7.41.  Suponga  que  u,v  y  z  son  coordenadas  cilmdricas  parabolicas.  Grafique  las  curvas  o  regiones  descritas  por 
cada  una  de  las  siguientes:  a)«  =  2y:  =  0,  f))v=lyz  =  2,  c)1£ms2,  2<v£3yz  =  0yrf)l<«<2, 
2<v<3yz  =  0. 

7.42.  a)  Encuentre  los  vectores  unitarios  er,  eg  y  e,/,  de  un  sistema  de  coordenadas  esfericas  en  terminos  de  i,  j  y  k. 

b)  Resuelva  para  i,  j  y  k  en  terminos  de  e, ,  ew  y  e,/,. 

7.43.  Represente  el  vector  A  =  2yi  —  y  +  3,rk  en  coordenadas  esfericas  y  determine  Ar,Ae  y  A,/,. 

7.44.  Pruebe  que  un  sistema  de  coordenadas  esfericas  es  ortogonal. 

7.45.  Demuestre  que  son  ortogonales  los  sistemas  de  coordenadas  a)  cilmdricas  parabolicas,  b )  cilmdricas  elfpticas 
y  c)  esferoidales  achatadas. 

7.46.  Haga  la  demostracion  de  que  er  =  6eg  +sen  Ocpe^,  eg  =  —0er  +  cos  =  —  sen  Qcf>er  —  cos  dcpeg. 

7.47.  Exprese  la  velocidad  v  y  la  aceleracion  a  de  una  partfcula  en  coordenadas  esfericas. 

7.48.  Determine  el  cuadrado  del  elemento  de  longitud  de  arco  y  los  factores  de  escala  correspondientes  en  coorde¬ 
nadas:  a)  paraboloides,  b)  cilmdricas  elfpticas  y  c)  esferoidales  achatadas. 

7.49.  Encuentre  el  elemento  de  volumen  dV  en  coordenadas:  a)  paraboloides,  b)  cilmdricas  elfpticas  y  c)  bipolares. 

7.50.  Encuentre  a)  los  factores  de  escala  y  b)  el  elemento  de  volumen  dV  para  coordenadas  esferoidales  alargadas. 

7.51.  Obtenga  expresiones  para  los  factores  de  escala  en  coordenadas:  a)  elipsoidales  y  b )  bipolares. 

7.52.  Determine  los  elementos  de  area  de  un  elemento  de  volumen  en  coordenadas:  a)  cilmdricas,  b)  esfericas  y  c ) 
paraboloides. 

7.53.  Pruebe  que  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  un  sistema  de  coordenadas  curvilfneas  sea  ortogo¬ 
nal  es  que  gpq  =  0  para  p  +  q. 

(x  y  z  \ 

'  ’  ~  ~  )  para  coordenadas:  a)  cilmdricas,  b)  esfericas,  c)  cilmdricas  parabolicas, 

d)  cilmdricas  elfpticas  y  e)  esfericas  alargadas. 

7.55.  Evalue  JJJV  \/*2  +y2  dx  dy  dz ,  donde  V  es  la  region  acotada  por  z  =  x2  +  y2  y  z  =  8  —  (x2  +  y2).  Sugerencia: 
Use  coordenadas  cilmdricas. 

7.56.  Encuentre  el  volumen  de  la  mas  pequena  de  las  dos  regiones  limitadas  por  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  16  y  el 
cono  z2  =  x2  +  y2. 

7.57.  Use  coordenadas  esfericas  para  calcular  el  volumen  de  la  mas  chica  de  las  dos  regiones  acotadas  por  una 
esfera  de  radio  a  y  un  piano  que  la  interseca  a  una  distancia  h  a  partir  de  su  centra. 
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7.58. 


7.59. 


7.60. 


7.61. 

7.62. 

7.63. 

7.64. 

7.65. 

7.66. 

7.67. 


7.68. 

7.69. 

7.70. 

7.71. 

7.72. 

7.73. 


7.74. 

7.75. 


7.76. 


a)  Describa  las  superficies  coordenadas  y  curvas  coordenadas  para  el  sistema: 

x2  —  y2  =  2u\  cos  m2,  xy  =  u\  sen  U2  y  z  =  n3 

(x  y  z  \ 

'  '  '  ~  )  para  el  sistema.  d)  Demuestre  que 
mi,  m2,  m3/ 

U]  y  m2  estan  relacionados  con  las  coordenadas  cilindricas  p  y  (/>■  y  determine  la  relacion. 

Encuentre  el  momento  de  inercia  de  la  region  limitada  por  x2  —  y2  =  2,  x2  —  y2  —  4,  xy  =  1,  xy  =  2,  z  =  1  y 
z  =  3,  con  respecto  del  eje  z,  si  la  densidad  es  constante  e  igual  a  k.  Sugerencici:  Haga  x2  -  y2  =  2 u, 
xy  =  v. 

Determine  dr/du\,  dr/du2,  dr/dn3,  Vut,  Vm2,  Vm3  en  coordenadas:  a)  cilindricas,  b)  esfericas  y  c)  cilindricas 
parabolicas.  Demuestre  que  para  estos  sistemas,  Cj  =  Ei,  e2  =  E2  y  e3  =  E3. 

Dada  la  transformacion  de  coordenadas  u\  =  xy,  2 u2  =  x2  +  y2  y  m3  =  z.  a)  Demuestre  que  el  sistema  de  coorde- 

(X,  V,  z  \  ,9 

- - -  .  c)  Calcule  ds  . 

Ml,  M2,  M3/ 

Obtenga  Vd\  div  A  y  rot  A,  en  coordenadas  cilindricas  parabolicas. 

Exprese  a)Vifjy  b)V  •  A,  en  coordenadas  esfericas. 

Encuentre  V2i//en  coordenadas  esferoidales  achatadas. 

Escriba  la  ecuacion  (7l2<l>/rk2)  +  (d2<t>/dy2)  =  <l>  en  coordenadas  cilindricas  elipticas. 

Exprese  la  ecuacion  de  Maxwell,  V  x  E  =  —  (l/c)(5H/df),  en  coordenadas  esferoidales  alargadas. 

Escriba  la  ecuacion  de  Schroedinger  de  la  mecanica  cuantica,  V2i/f  +  (87 T2m/h2)\E  —  V(x,  y,  =  0,  en 
coordenadas  cilindricas  parabolicas,  donde  m,  h  y  E  son  constantes. 

Escriba  la  ecuacion  de  Laplace  en  coordenadas  paraboloides. 

Exprese  la  ecuacion  del  calor,  dU/dt=  kV2U,  en  coordenadas  esfericas  si  U es  independiente  de:  a )  </k  b )  4>  y  0 
c)  r  y  t  y  d)  cf>,  6,  y  t. 

Encuentre  el  elemento  de  longitud  de  arco  sobre  una  esfera  de  radio  igual  a  a. 

Demuestre  que  en  cualquier  sistema  de  coordenadas  curvilineas  ortogonales,  div  rot  A  =  0  y  rot  grad  <J>  =  0. 

Demuestre  que  el  area  de  una  region  dada,  R ,  de  la  superficie  r  =  r(u,  v)  es  \\ R\/ EG  —  F2  du  dv.  Use  esto  para 
determinar  el  area  de  la  superficie  de  una  esfera. 

Demuestre  que  un  vector  de  longitud  p,  que  es  normal  en  todas  partes  a  la  superficie  r  =  r (u,  v),  esta 
dado  por 


a)  Describa  la  transformacion  plana  x  =  x(u,  v)  y  y  =  y{u,  v). 

b)  ^En  que  condiciones  seran  ortogonales  las  rectas  coordenadas  11  y  v? 


Sean  (x,  y  )  las  coordenadas  de  un  punto  P  en  un  piano  rectangular  xy,  y  (u,  v)  las  de  un  punto  Q  en  un  piano 
rectangular  uv.  Si  x  =  x{u,  v)  y  v  =  y(u,  v),  decimos  que  hay  una  correspondencia  o  mapeo  entre  los  puntos 

PyQ- 

a)  Six  =  2u  +  vyy  =  u-  2v,  demuestre  que  las  rectas  en  el  piano  xy  corresponden  a  rectas  en  el  piano  uv. 

b)  1 A  que  corresponde  el  cuadrado  limitado  por  x  =  0,  x  =  5,  y  =  0  y  y  =  5,  en  el  piano  mv? 


c) 


(x,  y 
-x- 

y  su  imagen  en  el  piano  uv. 


y  demuestre  que  esto  se  relaciona  con  las  razones  de  las  areas  del  cuadrado 


Sea  x  =  \  (ir  —  v2)  e  y  =  uv.  Determine  la  imagen  (o  imagenes)  en  el  piano  uv  de  un  cuadrado  acotado  por 
x  =  0,  x  =  1 ,  y  =  0  e  y  =  1,  en  el  piano  xy. 


RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS  ^ 


7.77. 


Demuestre  que  bajo  condiciones  apropiadas  para  F  y  G, 


00  00 

e~s<x+y>F(x)G(y)dxdy 

0  0 


oo  f  t 


0  l  0 


F(u)G{t  —  u)  du 


dt 


Sugerencia:  Use  la  transformacion x  +  y  =  tyx  =  v,  del  piano  xy  al  piano  vt.  El  resultado  es  importante  en 
la  teorfa  de  la  transformada  de  Laplace. 


7.78.  a)  Sea  x  =  3wi  +  U2  —  m3,  y  =  wi  +  2«2  +  2m3  y  z  —  2ui  —  U2  —  n3.  Encuentre  el  volumen  del  cubo  limitado 
por  x  =  0,x  =  15,  y  =  0,  y  =  10,  z  =  0yz  =  5,yla  imagen  de  este  cubo  en  el  sistema  de  coordenadas 
rectangulares  uiuju^,. 

b)  Relacione  la  razon  de  estos  volumenes  con  el  jacobiano  de  la  transformacion. 


7.79. 


7.80. 


Sean  (x,  y,  z)  y  (; U\ ,  u2, w3 )  las  coordenadas  rectangulares  y  curvilmeas  de  un  punto,  respectivamente. 

a)  Si  x  =  3;<i  +  u2  —  n3,  y  =  u\  +  2 m2  +  2m3  y  z  —  2u\  —  U2  —  M3,  £e s  ortogonal  el  sistema  M1M2M3? 

b)  Encuentre  ds1  y  g  para  dicho  sistema. 

c)  <,Cual  es  la  relacion  entre  este  problema  y  el  anterior? 


Sean  x  =  u\  +  2,  y  =  u\  +  u2  y  z  =  u\  —  u\.  Encuentre:  a)  g  y  b)  el  jacobiano  J 
que  J2  =  g. 


d(x,  y,  z) 
3(mi,  U2,  m3) 


.  Compruebe 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


7.36. 


7.37. 


7.38. 


a) 

b) 


c) 


a) 

b) 

a) 

b) 

c) 

d ) 

e) 


u  =  C\  y  v  =  C2  son  cilindros  eliptico  e  hiperbolico,  respectivamente,  con  sus  ejes  z  en  comiin.  z  =  c3, 
que  son  pianos.  Consulte  la  figura  7-7. 

u  =  Ci  y  v  =  C2  son  cilindros  circulares  cuyas  intersecciones  con  el  piano  xy  son  circulos  con  centros  en 
los  ejes  y  y  x,  respectivamente,  y  que  se  intersecan  en  angulos  rectos.  Los  cilindros  u  =  c \  pasan  todos 
por  los  puntos  {—a,  0,  0)  y  (a,  0,  0).  z  =  c3  son  pianos.  Vea  la  figura  7-8. 

u  =  C\y  v  =  c2  son  cilindros  parabolicos  cuyos  trazos  sobre  el  piano  xy  son  parabolas  coaxiales  mutua- 
mente  perpendiculares  que  se  intersecan,  con  vertices  sobre  el  eje  x  pero  en  lados  opuestos  del  origen.  z 
=  c3  son  pianos.  Vea  la  figura  7-6. 

Las  curvas  coordenadas  son  las  intersecciones  de  las  superficies  coordenadas. 


r  =  sjx2  +  y2  +  z1,  0  =  arc  tan 


y/x2  +  y2 


y  if)  =  arc  tan  : 


r  =  yp2  +  z2,  6  =  arc  tan  -  y  (f)  =  cf>. 

z 


r=  3. 

0  =  77/6. 
r  sen2  6  =  cos  0. 

0  =  tt/2. 

El  piano  y  =  x  esta  integrado  por  dos  semipianos  <f>  =  tt/A  y  <j>  =  5  77/ 4. 


7.39.  a)  Circunferencia  en  el  piano  xy  x2  +  y2  =  16,  z  =  0. 

b)  Cilindro  x2  +  y2  =  16  cuyo  eje  coincide  con  el  eje  z. 

c )  El  piano  yz,  donde  y  >  0. 

d )  La  linea  recta  y  =  \/3x  y  z  =  1 ,  donde  x>0eyS0. 


7.40. 


7.41. 


a)  Cilindro  hiperbolico  x2  -  y2  =  8. 

b)  Recta  que  une  los  puntos  (—4,  0,  0)  y  (4,  0,  0),  es  decir,  x  =  t,  y  =  0  y  z  =  0,  donde  —4  <  t  <  4. 

2  2 

y 

c)  Elipse  —  +  —  =  1,  z  =  2.  d)  La  porcion  del  eje  x  definida  por  x>4,y=0yz  =  0. 

a)  Parabola  y2  =  8(x  —  2)  y  z  =  0.  b)  Parabola  y2  =  2x  +  1  y  z  =  2.  c)  Region  del  piano  xy  acotada  por  las 
parabolas  y2  =  —  2(x  —  1/2),  y2  =  —  8(x  —  2),  y2  =  8(.v  +  2)  e  y2  =  18(.r  +  9/2)  incluyendo  la  frontera. 

d)  Igual  que  el  inciso  c),  pero  sin  la  frontera. 


^  CAPITULO  7  COORDENADAS  CURVILINEAS 


7.42. 

7.43. 

7.47. 

7.48. 

7.49. 

7.50. 

7.52. 

7.54. 

7.55. 

7.59. 

7.60. 


a)  er  =  sen  0  cos  <p\  +  sen  0  sen  </>j  +  cos  0k,  eg  =  cos  9  cos  (pi  +  cos  9  sen  (p j  —  sen  0k 
e^  =  —  sen  <pi  +  cos  <pj. 

b)  i  =  sen  0cos  <per  +  cos  0cos  (peg  —  sen  (pe,/,,  j  =  sen  0sen  (per  +  cos  0sen  (peg  +  cos  <pe $ 
k  =  cos  0e,-  —  sen  deg. 

A  =  Arer  +  Aeeg  +  A^e^  donde 

Ar  =  2 r  sen2  0  sen  <p  cos  <p  —  r  sen  0  cos  0  sen  <p  +  3r  sen  0  cos  0  cos  (p 
Ag  =  2r  sen  0  cos  0  sen  <p  cos  <p  —  r  cos2  0  sen  <p  —  3r  sen2  0  cos  cp 
A ^  =  —2;-  sen  0  sen2  <p  —  r  cos  0  cos  cp . 

v  =  vrer  +  vge#  +  v^e^  donde  vr  =  r,  vg  =  r9  y  =  rsendp 
a  =  arer  +  ageg  +  ci^e^,  donde  ar  =  r  —  rd2  —  r  sen2  9<p2 


RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


b )  —  =  send  cos  (f> i  +  send  sen^j  +  cos  0k 

dr 


dr 

dd 

dr 

d(f> 


=  r cos  6  cos  (f>\  +  r cos  6  sen^j  —  rsendk 
=  — rsend  sendi  +  rsend  cos  (f> j 


xi  “I-  yj  H-  zk 

V,.  =  =  send  cos  (f)i  +  send  send  j  +  cos  0  k 


Vfl  = 


V*  = 


\Jx2  +  y2  +  z2 

xzi  +  yzj  —  (x2  +  j2)k  _  cos  dcos  <f>\  +  cos  dsen</>j  —  sendk 
(x2  +  y2  +  z2)^Jx2  +  y2  >' 

—y  i  +  x  j  —  sen i  +  cos  (f>  j 


x2  +y2 


r  send 


.  dr  .  .  dr  dr 

c)  —  =  Ml  +  Vj,  —  =  -VI  +  U J,  —  =  k 

du  dv  dx 


V„  = 


id  +  vj 

M2  +  V2 


V„  = 


— vi  +  u\ 
U2  +  V2 


V-  =k 


7.61.  b) 


1  c)  d  2  ^  y2^(dui  +  dufy  —  Axy  du\du2  +  ^  ■>  u2(du2  +  du\)  —  2u\  du\  dii2 


y2  —  x2 


{x2  —  y2)2 


2(u\  —  u f) 


7.62.  V<1>  = 


1 


<(([' 


1 


3<T>  ()<T> 

Vm2  +v2  '  ^Ju2  +  v2^Cv  ~dz  ^ 


divA  = 


rot  A  = 


m2  +  v2 
1 

M2  +  V2 

+  p 

I  dz 

+u 


(s/“2  +v2A«)  +  £  (V“2  +  v2Av) 

^-l(>2+v2^)  + y2e“ 

(^m2  +  v2A„)  ^  |  \/m2  +  V2ev 

^  (ju^Au)  jez 


+  - 


dz 


_  did  I  did  1  did 

7.63.  a)  V i/f  =  —  er  +-— ee  + - ^TTe<t> 

dr  r  dd  r  send  dip 


b)  V  •  A  =  4r-|-(^A,.)  + 


r2  dr 


1  d 
r  senddO 


( sen  dA0) 


1  dA, 


4> 


r  send  d(f> 


7.64.  V2t/i  = 


1 


- -  1  fcosh 

a2  cosh  i(  senlr  f  +  sen2  tj)  d£  \  d£ 


1 


a2  cos  r)(  senlr  £  +  sen"  17)  dry 


(C°SrldV) 


+ 


1  d2ip 

a 2  cosh2  f  cos2  17  dcf> 2 


d2<J>  d2<l>  9  .  ,2  2  XT 

7.65.  — —  +  — —  =  or(  senh'M  +  sen"  v)<I> 

du 1  dvz 


+  du^ 


o  CAPITULO  7  COORDENADAS  CURVILINEAS 


7-“- 


+ |iisE'>  -  + jr{<sE">  -  s,H 


i  anp  i  on^  i  an  a, 

- -e* - -e^ - -tA, 

C  dt  4  c  dt  V  c  dt  * 


donde  R  =  senh  £  sen  17  y  51  =  ysenh2  £  +  sen2  17. 


1  fd2( It  d2tlt "I  d2d>  Sttiii 

7-67.  u2  +  v2  a^2+a^2  +  +  ^2  -  Mm,  V,z)li//  =  0,  d°nde  W(u,v,z)  =  V(x,y,z). 


7.68.  uv2  »  (ud,li)  +  „2v^  +  («2  +  v2)  d-4  =  0 

5;<V  duj  dv  \  dv  /  d(j>2 


7.69.  a) 


rii/ 

r2  dr  \ 


,dt/\  1  d/  ^dC/' 

r  —  )  +  — - (  sen# — 

dr  /  r2sen#d#\  d 6 


X]  b)  —  =  kT^  —  (r2— ) 

)  \  dt  j2  dr  \  dr  J 


d  U\  d  2U 


c)  sen  6—  send—  +  — T  =  0  d)—lr  ——  =  0 


—de  y—d0j  #2  -  dr  y  dr)  J 

7.70.  <7s2  =  a2[d(jP  +  sen2  dd(fr],  7.74.  b) 

du  dv  du  dv 

7.78.  a)  750,  75  y  b)  Jacobiano  =  10 

7.79.  a)  No  y  Z?)  ds2  =  \4du\  +  6rf«2  +  6du2  +  6du\du2  —  6du\ du?,  +  Qd^du?  y  g  =  100 

7.80.  a)  g  =  16iY2!Y2  y  b)  J  =  4itiu? 


Analisis  tensorial 


8.1  INTRODUCCION 

Las  leyes  ffsicas,  si  han  de  ser  validas,  deben  ser  independientes  de  cualquier  sistema  de  coordenadas  que  se  utilice 
para  describirlas  matematicamente.  Un  estudio  de  las  consecuencias  de  este  requerimiento  lleva  al  analisis  tensorial, 
que  es  de  gran  utilidad  en  la  teorfa  general  de  la  relatividad,  la  geometrfa  differencial,  la  mecanica,  la  elasticidad,  la 
hidrodinamica,  la  teorfa  electromagnetica  y  muchos  otros  campos  de  la  ciencia  y  la  ingenierfa. 


8.2  Espacios  de  N  dimensiones 

Un  punto  en  un  espacio  tridimensional  es  un  conjunto  de  tres  numeros,  llamados  coordenadas,  determinados  por 
medio  de  un  sistema  particular  de  coordenadas  o  marco  de  referenda.  Por  ejemplo,  (x,  y,  z),  ( p ,  cf>,  z),  (r,  6,  4>),  son 
coordenadas  de  un  punto  en  sistemas  de  coordenadas  rectangulares,  cilfndricas  y  esfericas,  respectivamente.  Por 
analogfa,  un  punto  en  un  espacio  N  dimensional  es  un  conjunto  de  N  numeros  que  se  denotan  con  (x] ,  x2,  x:V), 

donde  1,2,  ...,1V  son  superindices  y  no  exponentes,  practica  que  demostrara  su  utilidad  mas  adelante. 

El  hecho  de  que  no  podamos  visualizar  puntos  en  espacios  con  mas  de  tres  dimensiones  no  tiene,  por  supuesto, 
nada  que  ver  con  su  existencia. 


8.3  Transformaciones  de  coordenadas 


Sean  (x1,  x2,  . . xA'j  y  (x1,  x2, .  .  . ,  x'vj  las  coordenadas  de  un  punto  en  dos  diferentes  marcos  de  referencia.  Suponga- 
mos  que  existen  N  relaciones  independientes  entre  las  coordenadas  de  los  dos  sistemas,  con  la  forma 


que  se  indicaran  en  forma  abreviada  con 


x1  = 

jcV.x2,.. 

.,XN) 

x2  = 

x2(xl,  X2,  .  . 

.,x») 

(1) 

x"  = 

xN(x] ,  x2, .  . 

(x1 ,  x2, . 

.  .  ,  xN)  k 

=  1,2,.. 

■  ,N 

(2) 

donde  se  supone  que  las  funciones  involucradas  se  evaluan  en  un  solo  valor,  son  continuas  y  tienen  derivadas  con- 
tinuas.  Entonces,  a  cada  conjunto  de  coordenadas  (x1,  x2,  .  .  .  ,  Xv),  correspondera  un  conjunto  unico  (x1,  x2,  ...,  xN) 
dado  por 

xk  =  x\x\  x2,...,xN)  k  =  1,2, ...  ,N  (3) 


Las  relaciones  (2)  o  (3)  definen  una  transformacion  de  coordenadas  de  un  marco  de  referencia  a  otro. 


^  CAPITULO  8  AnAlisis  tensorial 


Convencion  de  suma 

Considere  la  expresion  ape1  +  aix1  +  ■  ■  ■  +  «,yx'v.  La  cual  puede  escribirse  con  el  uso  de  la  notacion  YljL  1  aix>  ■  Una 
notacion  aun  mas  breve  consiste  en  escribir  simplemente  ajXJ,  donde  adoptamos  la  convencion  de  que  siempre  que 
un  Indice  (superindice  o  sublndice)  se  repita  en  un  termino  dado,  hemos  de  sumar  sobre  ese  mdice  desde  1  hasta  N,  a 
menos  que  se  especifique  algo  diferente.  Esta  se  llama  convencion  de  suma.  Es  evidente  que  en  vez  de  usar  el  mdice 
j  podrfamos  emplear  otra  literal,  por  ejemplo  p,  y  la  suma  se  escribirfa  como  apxF.  Cualquier  Indice  que  se  repita  en 
un  termino  dado  de  modo  que  se  aplique  la  convencion  de  la  suma  se  llama  indice  mudo  o  indice  umbral. 

Un  mdice  que  ocurra  solo  una  vez  en  un  termino  dado  recibe  el  nombre  de  indice  libre  y  denota  cualquiera  de  los 
numeros  1,2,  . N,  como  k  en  la  ecuacion  (2)  o  en  la  (3),  cada  uno  de  los  cuales  representa  IV  ecuaciones. 


8.4  Vectores  contravariante  y  covariante 


Suponga  que  en  un  sistema  de  coordenadas  (x\  x2,  ,rv)  hay  N cantidades  A1,  A2,  . . .,  A /V  relacionadas  con  otras  N 
cantidades  A1,  A2, . . . ,  AN  en  otro  sistema  de  coordenadas  (x1,  x2, .  .  . ,  xv)  por  las  ecuaciones  de  transformacion 

N 

axr 

p=l,2,...9N 


Ap  =  T—A“ 
'  dxq 


q=  1 


que  segun  las  convenciones  adoptadas  podrfa  escribirse  como 

~*p  W 


A  =  —Aq 

dxq 


Entonces  estas  se  llaman  componentes  de  un  vector  contravariante  o  tensor  contravariante  de  primer  rango  o  primer 
orden.  Para  obtener  una  motivation  para  estas  transformaciones,  consulte  los  problemas  7.33  y  7.34. 

Por  otro  lado,  suponga  que  en  un  sistema  de  coordenadas  (jc1,  x2,  ...,  x'v)  hay  /V  cantidades  A  i,  A2, ...,  Ay  relacio¬ 
nadas  con  otras  N  cantidades  Ai,  A2, ...  ,An  en  otro  sistema  de  coordenadas  (x1,  x2, . . . ,  x?1)  mediante  las  ecuaciones 
de  transformacion 


o  bien 


Ap  = 


p=l,2,...,N 


Entonces,  estas  reciben  el  nombre  de  vector  covariante  o  tensor  covariante  de  primer  rango  o  primer  orden. 

Note  que  se  usa  un  superindice  para  indicar  las  componentes  contravariantes,  mientras  que  un  submdice  se  em- 
plea  para  denotar  las  componentes  covariantes;  una  exception  a  esto  ocurre  en  la  notacion  para  las  coordenadas. 

En  vez  de  hablar  de  un  tensor  cuyas  componentes  son  Ap  o  Ap,  sera  frecuente  que  hagamos  referenda  a  el  como 
el  tensor  A1’  o  Ap.  No  debiera  haber  ninguna  confusion  en  esto. 


8.5  Tensores  contravariantes,  covariantes  y  mixtos 


Suponga  que  en  un  sistema  de  coordenadas  (x1,  x2, . . . ,  xN)  hay  N2  cantidades  A'1'  relacionadas  con  otras  N1  cantidades 
Ap'  en  otro  sistema  de  coordenadas  (x1,  x2,  .  .  . ,  xv  )  mediante  las  ecuaciones  de  transformacion 


=  ff^ 


j=l  q=  1 


p,  r  =  l,  2, ...,  N 


Apr 


Wd?Aqs 
dxq  3xs 


o  bien 


8.6  TENSORES  DE  RANGO  MAYOR  QUE  DOS,  CAMPOS  TENSORIALES 


segun  las  convenciones  adoptadas  se  denominan  componentes  contravariantes  de  un  tensor  de  segundo  rango  o  de 
rango  dos. 

Las  N2  cantidades  Aqs  se  llaman  componentes  covariantes  de  un  tensor  de  segundo  rango  si 

—  dxq  dxs 

pr  =  w  W 9S 


En  forma  similar,  las  N2  cantidades  Af  se  denominan  componentes  de  un  tensor  mixto  de  segundo  rango  si 

= 

'■  dxq  dr  s 


Delta  de  Kronecker 

La  delta  de  Kronecker,  que  se  denota  con  S{,  se  define  como  sigue: 

_  \  0  si  j  A  k 
8k  {  1  si  j  =  k 

Como  lo  indica  su  notacion,  se  trata  de  un  tensor  mixto  de  segundo  rango. 

8.6  TENSORES  DE  RANGO  MAYOR  QUE  DOS,  CAMPOS  TENSORIALES 

Los  tensores  de  rango  tres  o  mas  se  definen  con  facilidad.  En  especifico,  por  ejemplo,  Af^son  las  componentes  de 
un  tensor  mixto  de  rango  5,  contravariante  de  orden  3  y  covariante  de  orden  2,  donde  se  transforman  de  acuerdo  con 
las  relaciones 

jprm  _  dxp  dxr  dxm  dxk  dxl  qst 
ik  dxq  dxs  dxl  dx‘  Sx'  kl 


Escalares  o  invariantes 

Suponga  que  d>  es  una  funcion  de  las  coordenadas  xr,  y  sea  que  </>  denota  el  valor  funcional  bajo  una  transformacion  a 
un  nuevo  conjunto  de  coordenadas  xk.  Entonces,  <b  se  llama  escalar  o  invariante  con  respecto  de  la  transformacion 
de  coordenadas  si  c i>  =  <t>-  Un  escalar  o  invariante  tambien  se  llama  tensor  de  rango  cero. 

Campos  tensoriales 

Si  a  cada  punto  de  una  region  en  un  espacio  N  dimensional  le  corresponde  un  tensor  definido,  decimos  que  se  ha 
definido  un  campo  tensorial.  Este  es  un  campo  vectorial  o  un  campo  escalar,  en  funcion  de  si  el  tensor  es  de  rango 
uno  o  cero.  Debe  notarse  que  un  tensor  o  campo  tensorial  no  solo  es  el  conjunto  de  sus  componentes  en  un  sistema 
especial  de  coordenadas,  sino  todos  los  posibles  conjuntos  con  cualquier  transformacion  de  coordenadas. 


Tensores  simetricos  y  simetricos  oblicuos 

Un  tensor  se  llama  simetrico  con  respecto  de  dos  indices  contravariantes  o  covariantes  si  sus  componentes  no  se 
alteran  con  el  intercambio  de  los  indices.  Asf,  si  A“pr  =  Ap'nr,  el  tensor  es  simetrico  en  m  y  p.  Si  un  tensor  es  si¬ 
metrico  con  respecto  de  cualesquiera  dos  indices  contravariantes  y  cualesquiera  dos  indices  covariantes,  se  llama 
simetrico. 

Un  tensor  recibe  el  nombre  de  simetrico  oblicuo  con  respecto  de  dos  indices  contravariantes  o  covariantes  si  sus 
componentes  cambian  de  signo  con  el  intercambio  de  los  indices.  Asi,  si  A”f  ‘ '  =  —Aqsnr,  el  tensor  es  simetrico  oblicuo 
en  m  y  p.  Si  un  tensor  es  simetrico  oblicuo  con  respecto  de  cualesquiera  dos  indices  contravariantes  y  cualesquiera 
dos  indices  covariantes,  se  denomina  simetrico  oblicuo. 
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8.7  Operaciones  fundamentales  con  tensores 

Se  aplican  las  siguientes  operaciones. 

1 .  Adicion.  La  suina  de  dos  o  mas  tensores  del  mismo  rango  y  tipo  (es  decir,  el  mismo  numero  de  indices 
contravariantes  y  el  mismo  numero  de  indices  covariantes)  tambien  es  un  tensor  del  mismo  rango  y  tipo.  Por 
lo  que,  si  A'qP  y  BqP  son  tensores,  entonces  CqP  =  A'qP  +  B'qP  tambien  es  un  tensor.  La  adicion  de  tensores 
es  conmutativa  y  asociativa. 

2.  Sustraccion.  La  diferencia  de  dos  tensores  del  mismo  rango  y  tipo  tambien  es  un  tensor  del  mismo  rango 
y  tipo.  Asf,  si  A y  B'"p  son  tensores,  entonces  DqP  =  AqP  —  Bnq'p  tambien  es  un  tensor. 

3.  Producto  externo.  El  producto  de  dos  tensores  es  un  tensor  cuyo  rango  es  la  suma  de  los  rangos  de  los 
tensores  dados.  Este  producto,  que  involucra  la  multiplicacion  ordinaria  de  los  componentes  del  tensor,  se 
llama  producto  externo.  Por  ejemplo,  AplB"‘  =  Cpq"n  es  el  producto  externo  de  Apr  y  B”‘.  Sin  embargo,  obser¬ 
ve  que  no  todo  tensor  puede  escribirse  como  el  producto  de  dos  tensores  de  rango  menor.  Por  esta  razon,  la 
division  de  tensores  no  siempre  es  posible. 

4.  Contraccion.  Si  se  igualan  un  fndice  contravariante  y  uno  covariante  de  un  tensor,  el  resultado  indica  que 
ha  de  tomarse  una  sumatoria  sobre  los  indices  iguales  de  acuerdo  con  la  convencion  de  sumatoria.  Esta 
suma  resultante  es  un  tensor  de  rango  dos  menos  el  del  tensor  original.  El  proceso  se  llama  contraccion.  Por 
ejemplo,  en  el  tensor  de  rango  5,  A£fr,  se  hace  r  =  s  para  obtener  Aqpr  =  Bqp,  que  es  un  tensor  de  rango  3. 
Ademas,  al  hacer  p  =  q.  obtenemos  Bqp  =  Cm,  que  es  un  tensor  de  rango  1. 

5.  Producto  interno.  Por  el  proceso  del  producto  externo  de  dos  tensores  seguido  de  una  contraccion,  obte¬ 
nemos  un  nuevo  tensor  llamado  producto  interno  de  los  tensores  dados.  El  proceso  se  llama  multiplicacion 
interna.  Por  ejemplo,  dados  los  tensores  AqP  y  B[h  el  producto  externo  es  AqPBrst.  Al  hacer  q  =  r  obtenemos 
el  producto  interno  A™pB’st.  Al  hacer  q  =  ry  p  =  s,  obtenemos  otro  producto  A'rnpBrpt.  La  multiplicacion  in¬ 
terna  y  externa  de  tensores  es  conmutativa  y  asociativa. 

6.  Ley  del  cociente.  Suponga  que  no  sabe  si  una  cantidad  X  es  un  tensor  o  no.  Si  un  producto  interno  de  X  con 
un  tensor  arbitrario  es  un  tensor,  entonces  X  tambien  es  un  tensor.  Esta  se  llama  ley  del  cociente. 

8.8  Matrices 

Una  matriz  A  de  orden  m  por  n  es  un  arreglo  de  cantidades  apq,  llamados  elementos,  arreglados  en  m  renglones  y  n 

columnas,  y  que  por  lo  general  se  denota  como  sigue: 


flit 

012 

^1  n 

(  an 

012 

d\n^ 

#21 

022 

^2  n 

0  bien 

021 

022 

^2  n 

_  0m  1 

0m2 

@mn  _ 

V  0m  1 

0/h2 

@mn  / 

o,  en  forma  abreviada,  por  f apq\  o  (apq),  p  =  1,  ...,  m :  q  =  1,  ...,  n.  Se  usa  la  primera  notacion,  | apq\ ,  a  menos  que  se 
establezca  otra  convencion.  Si  m  =  n  la  matriz  es  cuadrada  de  orden  u  o  simplemente  matriz  de  orden  m.  Si  m  =  1, 
es  una  matriz  religion  o  vector  religion;  si  n  =  1,  es  una  matriz  columna  o  vector  columna. 

La  diagonal  de  una  matriz  cuadrada  que  contenga  los  elementos  an,  022,  ■  ■■,  amm,  se  llama  diagonal  principal. 
Una  matriz  cuadrada  cuyos  elementos  sean  iguales  a  uno  en  la  diagonal  principal  y  cero  en  cualquier  otro  caso,  se 
llama  matriz  identidad  y  se  denota  por  I.  Una  matriz  mil  a,  que  se  denota  con  O.  es  aquella  cuyos  elementos  son  todos 
iguales  a  cero. 


Algebra  de  matrices 

Suponga  que  A  =  [apq\  y  B  =  [bpq\  son  matrices  del  mismo  orden  Un  por  n).  Entonces,  se  aplican  las  siguientes 
definiciones: 


8.8  Matrices  ^ 


1 )  A  =  B  si  apq  =  bpq  para  toda  p  y  q. 

2)  La  suma  S  y  la  diferencia  D  de  ,4  y  B  son  las  matrices  defmidas  por 

S  A  *T  B  [  < i ; hi  "t-  bpq\,  D  A  B  [  Ppq  bpq], 

Es  decir,  la  suma  S  =  A  +  B  [diferencia  D  =  A  —  B]  se  obtiene  sumando  (restando)  los  elementos  corres- 
pondientes  de  A  y  B. 

3)  El  producto  de  un  escalar  A  por  una  matriz  A  =  [apq\  se  denota  por  AA,  y  es  la  matriz  [\apq\,  donde  cada 
elemento  de  A  se  multiplica  por  A. 

4)  La  transpuesta  de  una  matriz  A  es  la  matriz  A1 ,  que  se  forma  al  intercambiar  sus  renglones  y  columnas.  Asf, 
si  A  =  \apq\,  entonces  AT  =  \aqp\. 


Multiplication  de  matrices 

Supongamos  que  Ay  B  son  dos  matrices  tales  que  el  numero  de  columnas  de  A  es  igual  al  numero  de  renglones  de 
B,  es  decir:  A  es  una  matriz  de  m  X  p,  y  B  es  una  matriz  de  p  x  n.  Entonces,  el  producto  de  A  por  B  si  esta  definido, 
se  denota  con  AB  y  es  la  matriz  cuya  entrada  ij  obtenemos  multiplicando  los  elementos  del  renglon  i  de  A  por  los 
elementos  correspondientes  de  la  columna  j  de  B  para  luego  sumar  los  resultados  de  los  productos.  Asi,  si  A  =  [a,*] 
y  B  =  [big],  entonces  AB  =  [cy],  donde 


p 

Cij  =  anby  +  ai2b2j  H - h  aipbpj  =  ^  aikbkj 

k=  1 


Las  matrices  cuyo  producto  si  esta  definido  se  Hainan  compatibles. 


Determinantes 

Considere  una  matriz  cuadrada  de  n,  A  =  [ay].  El  determinante  de  A  se  denota  con  |a|,  det  A,  \ay\  o  det  [ay],  El  lector 
quizas  este  familiarizado  con  la  definicion  de  det  A  cuando  n  <  3.  La  definicion  general  de  det  A  es  la  siguiente: 

\A\  =  ^2  •  •  '  anoin) 

a<=Sn 

Aqui,  S„  consiste  en  todas  las  permutaciones  crde  {1,  2,  y  el  signo  cr  =  ±1,  segiin  sea  cruna  permutacion 

par  o  impar. 

Una  de  las  principals  propiedades  de  los  determinantes  es  la  siguiente: 
proposicion  8.1:  Sea  P  =  AB,  donde  Ayfi  son  matrices  cuadradas  de  orden  n.  Entonces, 

det  P  =  (det  A)(det  B ) 


Inversas 

La  inversa  de  una  matriz  cuadrada  A  es  una  matriz  que  se  denota  con  A-1,  tal  que: 

AA~'  =  A_1A  =  I 

donde  I  es  la  matriz  identidad.  Una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que  A-1  exista  es  que  det  A  A  0.  Si  det 
A  =  0,  entonces  A  se  llama  singular,  de  otro  modo  A  recibe  el  nombre  de  no  singular. 
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8.9  Elemento  de  linea  y  tensor  metrico 

La  diferencial  de  longitud  de  arco  ds  en  coordenadas  rectangulares  (x,  y,  z)  se  obtiene  a  partir  de  els2  =  dx 2  +  dy 2  +  dz2. 
A1  transformar  a  coordenadas  curvilfneas  generates  (vea  el  problema  7.17),  esta  se  transforma  en: 

3  3 

ds2  =  ^2^2 gpq  dup duq 
P=  1  9=1 


Tales  espacios  se  denominan  espacios  euclidianos  tridimensionales. 

La  generalization  a  un  espacio  N dimensional  con  coordenadas  (x1,  x2,  . . x'v)  es  inmediata.  En  este  espacio  se 
define  el  elemento  de  linea  ds  como  el  que  esta  dado  por  la  forma  cuadratica  siguiente,  llamada /orma  metrica, 

N  N 

ds 2  =  EL  gpq  dxpdxq 

P=  1  9=1 


o  bien,  con  el  uso  de  la  convention  de  suma. 


ds2  =  gpq  dxpdxq 

En  el  caso  especial  en  que  existe  una  transformation  de  coordenadas  de  x;  a  x*  de  modo  que  la  forma  metrica  se 
transforma  a  (d  x1)2  +  {dx2)2  +  +  {dxN)2odxkdxk,  entonces  el  espacio  se  llama  espacio  euclidiano  N  dimen¬ 

sional.  En  el  caso  general,  sin  embargo,  el  espacio  se  llama  riemanniano. 

Las  cantidades  gpq  son  las  componentes  de  un  tensor  covariante  de  rango  dos  llamado  tensor  metrico  o  tensor 
fundamental.  Es  posible  elegir,  y  siempre  sera  asf,  que  este  tensor  sea  simetrico  (consulte  el  problema  8.29). 


Tensores  conjugados  o  reciprocos 

Sea  que  se  denote  con  g  =  \gpq  el  determinante  con  elementos  gpq,  y  supongamos  que  g  A  0.  Se  define  gpq  como: 

pq  _  cofactor  de  gpq 

g 

g 

Entonces,  gpq  es  un  tensor  contravariante  simetrico  de  rango  dos  llamado  tensor  conjugado  o  reciproco  de  gpq  (vea  el 
problema  8.34).  Se  puede  demostrar  (vea  el  problema  8.33)  que: 

gPqgrq  =  SP 


8.10  Tensores  asociados 

Dado  un  tensor,  es  posible  obtener  otros  tensores  por  medio  de  aumentar  o  disminuir  indices.  Por  ejemplo,  dado  el 
tensor  Apq,  si  se  aumenta  el  rndice  p  obtenemos  el  tensor  Apq,  donde  el  punto  indica  la  position  original  del  rndice 
movido.  Asimismo,  al  subir  el  rndice  q  obtenemos  Apq.  Donde  no  hay  lugar  para  la  confusion  es  frecuente  que  se 
omitan  los  puntos;  asf,  Apq  se  puede  escribir  como  Apq.  Estos  tensores  derivados  se  obtienen  formando  productos 
internos  entre  el  tensor  dado  y  el  tensor  metrico  gpq  o  su  conjugado  gpq.  Por  ejemplo: 

Apq  =  grpArq,  Apq  =  grpgsqArs,  Aprs  =  grqApq,  AqZlk  =  gpkgsngrmAqrs,p 

Esto  queda  claro  si  se  interpreta  la  multiplicacion  por  grp  con  el  significado  siguiente:  sea  r  =  p  (o  p  =  r)  en  cual- 
quier  cosa  que  siga  y  sube  este  rndice.  De  manera  similar,  se  da  a  la  multiplicacion  por  grq  el  significado:  sea  r  =  q 
(o  q  =  r)  en  cualquier  cosa  que  siga  y  baje  este  rndice. 


8.12  LONGITUD  DE  UN  VECTOR,  ANGULO  ENTRE  VECTORES,  GEODESICAS  ^ 


Todos  los  tensores  obtenidos  a  partir  de  un  tensor  dado,  por  medio  de  formar  productos  internos  con  el  tensor 
metrico  y  su  conjugado  se  Hainan  tensores  asociaclos  del  tensor  dado.  Por  ejemplo,  A"  y  A,„  son  tensores  asociados, 
las  primeras  son  componentes  contravariantes  y  las  segundas  son  componentes  covariantes.  La  relation  entre  ellas 
esta  dada  por: 

Ap  =  gPqAq  O  AP  =  gpqAq 

Para  coordenadas  rectangulares,  gpq  =  1  si  p  =  q,  y  0  si  p  =f=  q,  de  modo  que  Ap  =  AP,  lo  que  explica  por  que  en  los 
capftulos  anteriores  no  se  hizo  distincion  entre  las  componentes  contravariante  y  covariante  de  un  vector. 


8.11  SlMBOLOS  DE  CHRISTOFFEL 


Los  sfmbolos  siguientes: 


[pq,  r] 


1  ( 'el  +  _  dgpq\ 

2  \  9 xP  dxp  dxr  ) 


gsr[pq ,  r\ 


se  llaman  sunbolos  de  Christoffel  de  primer  tipo  y  de  segundo  tipo ,  respectivamente.  En  lugar  de  i  S  i  se  utilizan 

l  P<l  I 

{pq,  s }  y  Tpq.  No  obstante,  el  ultimo  sfmbolo  sugiere  un  caracter  de  tensor,  lo  que  en  general  no  es  verdad. 


Leyes  de  transformacion  de  los  sfmbolos  de  Christoffel 

Suponga  que  se  denota  con  una  barra  un  sfmbolo  en  un  sistema  de  coordenadas  xk.  Entonces, 

n  dxP  dxq  dx''  |  dxp  d2xP 
(&  as*  9^  +  8pq  3xm  dxj3xk 

I  n  1  _  I  5  1  dx”  dxP  dxP  dx"  d2xq 
|  jk  J  \pq  J  9xs  dx'  dxk  dxq  dx'dxk 

son  las  leyes  de  transformacion  de  los  sfmbolos  de  Christoffel,  que  muestran  que  no  son  tensores  a  menos  que  los 
segundos  terminos  del  lado  derecho  sean  igual  a  cero. 


[jk,  m]  = 


8.12  LONGITUD  DE  UN  VECTOR,  ANGULO  ENTRE  VECTORES,  GEODESICAS 

La  cantidad  APBp,  que  es  el  producto  interno  de  AP  y  de  Bp,  es  un  escalar  analogo  al  producto  escalar  en  coordenadas 
rectangulares.  Se  define  la  longitud  L  del  vector  Ap  o  Aq  como: 

L2  =  Ap Ap  =  gpqApAq  =  gpqApAq 

El  angulo  0  entre  AP  y  Bp  se  define  por: 

A"  B„ 

cos  9  =  - 

sj  (ApAp)(BpBp) 


Geodeslcas 


La  distancia  s  entre  dos  puntos  t\  y  t2  sobre  una  curva  xr  =  x’it)  en  un  espacio  riemanniano  esta  dada  por: 

s  = 


dxP  dxq 
8pq  "  dt 


dt  dt 


^  CAPITULO  8  AnAlisis  tensorial 


Esa  curva  en  el  espacio,  que  es  la  distancia  minima,  se  llama  geodesica  del  espacio.  Con  el  empleo  del  cdlculo  de 
variaciones  (vea  los  problemas  8.50  y  8.51),  las  geodesicas  las  encontramos  a  partir  de  la  ecuacion  diferencial 

d2xr  1  /  I  dxp  dxq 
ds 2  |  pq  |  ds  ds 

donde  s  es  el  parametro  de  la  longitud  de  arco.  Como  ejemplos,  las  geodesicas  sobre  un  piano  son  lineas  rectas, 
mientras  que  las  que  estan  sobre  una  esfera  son  arcos  de  circulos  maximos. 


Componentes  ffsicas 

Las  componentes  ffsicas  de  un  vector  Ap  o  Ap,  que  se  denota  Au,  Av,  Aw,  son  las  proyecciones  del  vector  sobre  las 
tangentes  a  las  curvas  coordenadas  y  en  el  caso  de  coordenadas  ortogonales  estan  dadas  por 

Au  =  sfguA{  =  — ==,  Av  =  ^fgPPA"  =  — Aw  =  =  — = 

V&22  sfgXh 

De  manera  similar,  las  componentes  ffsicas  de  un  tensor  Apq  o  Apq  estan  dadas  por 

Auu  =  gnA11  =  — ,  Auv  =  ygng22A12  =  — Auw  =  Vgng33A13  =  —4^,  etc. 

gll  *ygng22  */gng  33 


8.13  Derivada  covariante 


La  derivada  covariante  de  un  tensor  Ap  con  respecto  de  xq  se  denota  Apq  y  esta  definida  por 


A 

M  dxq 


pq 


que  es  un  tensor  covariante  de  rango  dos. 

La  derivada  covariante  de  un  tensor  AP  con  respecto  de  xq  se  denota  con  Apq  y  esta  definida  por 


_  dAp 
’q  ~  dxq  + 


la  cual  es  un  tensor  mixto  de  rango  dos. 

Para  sistemas  rectangulares,  los  sfmbolos  de  Christoffel  son  igual  a  cero  y  las  derivadas  covariantes  son  las  de- 
rivadas  parciales  usuales.  Las  derivadas  covariantes  de  tensores  tambien  son  tensores  (vea  el  problema  8.52). 

Los  resultados  anteriores  se  extienden  a  derivadas  covariantes  de  tensores  de  mayor  rango.  Asf, 


APV Pm 
Ar1-rn.q 


dAP\:p" 

dxq 
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s 
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A  PI  "'Pm  _ 
Asr2-r„ 
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P2 
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APl  -Pm  _  _ 

^ r\sry-rn 


^PlSpvPm 
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es  la  derivada  covariante  de  Apq"p'“  con  respecto  de  xq. 

Las  reglas  de  diferenciacion  covariante  para  sumas  y  productos  de  tensores  son  las  mismas  que  las  de  la  diferen- 
ciacion  ordinaria.  A1  llevar  a  cabo  diferenciaciones,  los  tensores  gpq,  gpq  y  8%  pueden  ser  tratados  como  constantes, 
puesto  que  sus  derivadas  covariantes  son  iguales  a  cero  (consulte  el  problema  8.54).  Debido  a  que  las  derivadas 
covariantes  expresan  tasas  de  cambio  de  cantidades  ffsicas  independientes  de  cualesquiera  marcos  de  referenda,  son 
de  gran  importancia  para  la  expresion  de  leyes  ffsicas. 


8.16  DERIVADA  INTRINSECA  O  ABSOLUTA 


8.14  SlMBOLOS  Y  TENSORES  DE  PERMUTACION 

El  sfmbolo  epqr  se  define  por  medio  de  las  relaciones  siguientes: 

C  123  =  ^231  =  e312  =  +1,  ^213  =  Cl32  =  ^321  =  ~  1  Y  epqr  =  0 

si  dos  o  mas  indices  son  iguales. 

El  sfmbolo  epqr  se  define  de  la  misma  manera.  Los  sfmbolos  epqr  y  epqr  se  llaman  sunbolos  de  permutation  en  el 
espacio  tridimensional. 

Ademas,  se  define 

e  — —e  epqr  —  /gepqr 

c pqr  —  ^pqrt  c  — 

Puede  demostrarse  que  epqr  y  epqr  son  los  tensores  covariante  y  contravariante,  respectivamente,  llamados  tensores  de 
permutation  en  el  espacio  tridimensional.  Es  posible  hacer  generalizaciones  a  dimensiones  mayores. 


8.15  Forma  tensorial  del  gradiente,  la  divergencia  y  el  rotacional 


1 .  Gradiente.  Si  d>  es  un  escalar  o  invariante,  el  gradiente  de  d>  esta  definido  por 


Vd>  =  grad  $  =  $  p 


9$ 

dxp 


donde  <J>p  es  la  derivada  covariante  de  <t>  con  respecto  de  xp. 


2. 


Divergencia.  La  divergencia  de  Ap  es  la  contraccion  de  su  derivada  covariante  con  respecto  de  xq,  es  decir,  es  la 
contraccion  de  Apq.  Entonces, 


div  Ap  =  App 


1  d 


(V^) 


3. 

4. 


dA  dA 

Rotacional.  El  rotacional  de  Ap  es  Ap  q  —  Aq  p  =  — - - que  es  un  tensor  de  rango  dos.  El  rotacional  tam- 


bien  se  define  como  —  e  pqrA 


dxq  dxp 


p.q- 


Laplaciano.  El  laplaciano  de  <b  es  la  divergencia  de  grad  <J>,  es  decir: 


V2*  =  div*.  =  ^(v^‘g) 

En  el  caso  en  que  g  <  0,  y/g  debe  reemplazarse  por  y/—g.  Pueden  incluirse  ambos  casos  g  >  0  y  g  <  0  si  se 
escribe  VlsT  en  lugar  de  yfg . 


8.16  Derivada  intrinseca  o  absoluta 


8A 

La  derivada  intrinseca  o  absoluta  de  Ap  a  lo  largo  de  una  curva  xq  =  xq(t),  denotada  con  — — se  define  como  el  pro- 

dxq  dxq  f 

ducto  interno  de  la  derivada  covariante  de  A„  y - ,  es  decir,  A„  „ - ,  y  esta  dada  por 

dt  dt 


SAP  _  dAp  |  r  1  dxq 
St  dt  |  pq }  '  dt 


8Ap  =  dAp  [p\rdxq 
St  dt  \  qr }  dt 


En  forma  similar,  se  define 
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Se  dice  que  los  vectores  Ap  o  Ap  se  mueven  paralelamente  a  lo  largo  de  una  curva  si  sus  derivadas  intrinsecas  a 
lo  largo  de  la  curva  son  iguales  a  cero,  respectivamente. 

Las  derivadas  intrinsecas  de  tensores  de  mayor  rango  se  definen  de  manera  similar. 

8.17  Tensores  relativos  y  absolutos 

Un  tensor  Ap't'"p“  se  llama  tensor  relativo  de  peso  w  si  sus  componentes  se  transforman  de  acuerdo  con  la  ecuacion 

— —  — 

sv"s"  dx  n~  r"  dxp i  dxpm  dxsi  ar- 

dx 

donde  /  =  —  es  el  jacobiano  de  la  transformation.  Si  w  =  0,  el  tensor  se  llama  absoluto  y  es  el  tipo  de  tensor  que 
ox 

se  ha  analizado  antes.  Si  w  =  1,  el  tensor  relativo  se  llama  tensor  de  densidad.  Las  operaciones  de  adicion,  multi¬ 
plication,  etc.,  de  los  tensores  relativos  son  similares  a  las  de  los  tensores  absolutos.  Por  ejemplo,  vea  el  problema 
8.64. 


PROBLEMAS  RESUELTOS 


Convencion  de  suma 

8.1.  Escriba  cada  uno  de  los  siguientes  con  el  uso  de  la  convencion  de  suma. 

a)  =  - ^dx^dxN  ’  ds2  =  8n('dx^2  +  S22(dx2)2  +  giAdx’f  y 


dxk  dxk  dx1  dxk  dx2 


dxk  dx ^ 


^  dt  9x*  dt  dx2  dt  dxN  dt 

c)  (x1)2  +  (v2)2  +  (x3)2  +  •  •  •  +  (x*)2 


e)  E  E  Spq  dxpdxq 

P=  1  9=1 


So  I  u  cion 

dcf>  dxk  dxk  dx 

a)  d4>=dx]dxJ,  b )  ^=9^^ 


c)  xkxk. 


d)  ds 2  =  gkk  d. x*  dx k,  N  =  3  y  e)  gpq  dxp  dx?,  N  =  3 

8.2.  Escriba  los  terminos  en  cada  una  de  las  siguientes  sumas. 


a)  ajkXk,  b)  ApqAq 

Sol  u  cion 


dx j  dxk 

c)  grs  =  gjk^--^,N=3 


N  N 

a)  ajkXk  =  aj ix1  +  aj2x2  H - b  ajN^ ,  b )  £  ApqAqr  =  AplAlr  +  Ap2A2r  H - b  ApNANr  y 

k=l  q=\ 

_  .AA  dx*  Sx* 

c)  Srs  =  2_1pgik 

;=1  k=  1 

/  dxJ  dx 1  9xJ  dx2  dxJ  dx3\ 

~  2^(Sj1^w+8J2^w  +  ^ ^ 


■?U  dxr  dx 5  +  821  3xr  dx*  +  g31  dxr  dxs 
Sx1  9x2  dx2  dx2  dx3  dx2 

+  8l2drW  +  822WdF  +  832  drdx* 

9.x1  9.x3  dx2  dx3  dx3  dx3 

+  813  ar  a?  +  823  ar  ar  +  833  ar  ar 


Problemas  resueltos  ^ 


8.3.  Suponga  que  xk,  k  =  1,2,  N,  son  coordenadas  rectangulares.  (',Quc  lugar  geometrico,  si  hubiera  alguno, 
esta  representado  por  cada  una  de  las  ecuaciones  siguientes  para  N  =  2,  3  y  N  >  4'.’  Cuando  sea  necesario 
suponga  que  las  funciones  se  evaluan  en  un  solo  valor,  tienen  derivadas  continuas  y  son  independientes. 

a)  akr  =  1,  donde  ak  son  constantes  c)  xk  =  jc(u) 

b)  xkxk  =1  d)  xk  =  xk(u,  v) 

Sol u  cion 

a)  Para  N  =  2,  a ixl  +  CI2X2  =  1,  una  recta  en  dos  dimensiones,  es  decir,  una  recta  en  un  piano. 

Para  IV  =  3,  a iXl  +  CI2X 2  +  ape2  =  1,  un  piano  en  tres  dimensiones. 

Para  N  s  4,  a  ix1  +  CI2X2  +  •  ■  •  +  a,vx'v  =  1,  es  un  hiperplano. 

b)  Para  N  =  2,  (x1)2  +  ( x 2)2  =  1,  una  circunferencia  de  radio  unitario  en  el  piano. 

Para  N  =  3,  (x1)2  +  (x2)2  +  (x3)2  =  1,  una  esfera  de  radio  unitario. 

Para  N  s  4,  (x1)2  +  (x2)2  +  •  •  •  +  (xN)2  =  1,  una  hiperesfera  de  radio  unitario. 

c)  Para  N  =  2,  x1  =  xl(u),  x2  =  xr(u),  una  curva  plana  con  parametro  u. 

Para  N  =  3,  x1  =  xl{u),  x2  =  x2(m),  x3  =  x3(m).  una  curva  en  el  espacio  tridimensional. 

Para  N  &  4,  una  curva  en  el  espacio  N  dimensional. 

d)  Para  N  =  2,  x1  =  x1^,  v),  x2  =  x\u,  v),  es  una  transformacion  de  coordenadas,  de  ( u ,  v)  a  (x1,  x2). 

Para  N  =  3,  x1  =  xx(u,  v),  x2  =  x?(u,  v),  x3  =  x3(m,  v),  es  una  superficie  tridimensional  con  parametros  u  y  v. 

Para  N  &  4,  una  hipersuperficie. 


Vectores  y  tensores  contravariantes  y  covariantes 

8.4.  Escriba  la  ley  de  transformacion  para  los  tensores  a)  A)k,  b)  B^l'  y  c)  Cm. 


So  I  u  cion 


a) 


Ap 

Aqr 


9x?;  dxj  dxk  • 

'dx>dr‘M  jk 


Como  ayuda  para  recordar  la  transformacion,  observe  que  las  posiciones  relativas  de  los  indices  p,  q  y  r  en  el  lado 
izquierdo  de  la  transformacion  son  los  mismos  que  los  que  estan  en  el  lado  derecho.  Como  estos  indices  estan 
asociados  con  las  coordenadas  x  y  como  los  indices  i,j  y  k  estan  asociados,  respectivamente,  con  los  indices  p,  q  y 
r,  la  transformacion  requerida  se  obtiene  con  facilidad. 


’  rsl  dx'n  dx"  dxr  dx!  Sx'  ijk  ’ 


0  r  = 

dxm 


8.5.  Una  cantidad  A(j,  k,  /,  in),  que  es  funcion  de  las  coordenadas  x',  se  transforma  en  otro  sistema  de  coordenadas 
x'  de  acuerdo  con  la  regia 


A(p,  q,  r,  s)  = 


dx’  dxq  8xr  8x s 
Sxp  dxk  dx1  dx"1 


A(j,  k,  I,  m) 


a)  ^Esta  cantidad  es  un  tensor?  b)  Si  lo  es,  escriba  el  tensor  con  una  notacion  apropiada  y  c)  de  el  orden  y 
rango  contravariante  y  covariante. 


Solucion 

a )  Si,  b)  Aklm  y  c)  Contravariante  de  orden  3,  covariante  de  orden  1  y  rango  3  +  1=4. 
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8.6.  Determine  si  cada  una  de  las  cantidades  siguientes  es  un  tensor.  Si  lo  son,  diga  si  son  contravariantes  o  cova- 

riantes  y  de  su  rango  a)  dx?  y  b)  ’  •  •  •  ’ 

dxk 

Sol u  cion 

dx^ 

a)  Suponga  la  transformacion  de  coordenadas  3U  =  x\xl,  .  .  .  ,  Xs1).  Entonces,  dxi  =  -^rdht,  por  lo  que  dxf  es 

un  tensor  contravariante  de  rango  uno.  o  un  vector  contravariante.  Observe  que  la  ubicacion  del  indice  k  es 
apropiado. 

b)  En  la  transformacion  xr  =  xr(xr,  .  .  .  ,  xN),  <b  es  una  funcion  de  xk  y  por  tanto  xJ,  de  rnodo  que  4>{xl,  .  .  .  ,  x'v) 
=  <p (3c1,  .  .  .  ,  x"),  es  decir,  <]>  es  un  escalar  o  invariante  (tensor  de  rango  cero).  Por  la  regia  de  la  cadena  de  la 

...  .  .  dip  dip  dip  dxP  i)xk  dip  dip  —  dxk  _  dip 

direrenciacion  parcial,  —A  =  — - T  =  — - — T  y  — -  se  transforma  como  A,-  =  — At  Entonces,  — T  es 

9xJ  dxJ  dxkdxJ  dxJ  dxk  dxk  1  3xJ  dxk 

un  tensor  covariante  de  rango  uno  o  un  vector  covariante. 


Observe  que  en  ^  ,  el  indice  aparece  en  el  denominador  y  por  ello  actua  como  un  subindice  que  indica 

dip 

su  caracter  covariante.  Hacemos  referencia  al  tensor  — ^  o,  en  forma  equivalente,  al  tensor  con  componentes 
dip 

— como  el  gradiente  de  ip,  que  se  escribe  grad  <po\cp. 

8.7.  Un  tensor  covariante  tiene  componentes  xy,  2y  —  z2,  xz  en  coordenadas  rectangulares.  Encuentre  sus  compo¬ 
nentes  covariantes  en  coordenadas  esfericas. 

Sol  u  cion 

Sea  que  Aj  denote  las  componentes  covariantes  en  coordenadas  rectangulares  i1=j,r  =  yyr3  =  z.  Entonces, 

Ai  =  xy  =  xlx2,  A2  =  2y  —  z2  =  2 x2  —  (x3)2,  A3  =  x3x3 

donde  se  debe  tener  cuidado  para  diferenciar  entre  superindices  y  exponentes. 

Sea  que  Ak  denoten  las  componentes  covariantes  en  coordenadas  esfericas  x1  =  r,  x2  =  8  y  x3  =  cp.  Entonces, 

Las  ecuaciones  de  transformacion  entre  los  sistemas  coordenados  son: 

x1  =  x1  senx2  cos  x3,  x2  =  x1  senx2  senx3  y  x3=x*cosx2 
Asi,  las  ecuaciones  (1)  generan  las  componentes  covariantes  requeridas: 

—  3.x1  3x2  3x3 

Ai - r A 1  +  — rAz  A  — 1-A3 

3.x1  dx1  3x‘ 

=  (sen  x2  cosx3)(xIx2)  +  (sen  x2  sen  x3)(2x2  —  (x3)2)  +  (cosx^Xx'x3) 

=  (sen  6  cos  ip)(r2  sen2  6  sen  ip  cos  (p) 

+  (sen  0  sen  cp)(2r  sen  6  sen  <p  —  r2  cos2  6) 

+  (cos  0)(r2  sen  0  cos  6  cos  cp) 

—  3.x1  3x2  ,  3x3  , 

Al  +a=2^2 

3x  3x  dx~ 

=  (rc os  6  cos  ip)(r 2  sen2  8  sen  cp  cos  <p) 

+  (r  cos  6  sen  (p)(2r  sen  8  sen  ip  —  r2  cos2  8) 

+  (—  r  sen  0)(r2  sen  8  cos  8  cos  <p) 


Problemas  resueltos  ^ 


dx1 


dx2 


dx2 


A3  jAi  +  —^A2  +  — 3A3 

ox  ox  ox 
=  (—  r  sen  6  sen  < p)(r 2  sen2  0  sen  </>  cos  <^>) 


+  0  sen  0  cos  <f>)(2 r  sen  6  sen  (f>  —  r2  cos2  0) 
+  (0 )(r2  sen  0  cos  0  cos  (f> ) 


dA 

8.8.  Demuestre  que  — -  no  es  un  tensor  aun  cuando  A„  es  un  tensor  covariante  de  rango  uno. 

to? 


Sol  uc  ion 

-  dxp 

Por  hipotesis,  A:  —  ——A..  A1  diferenciar  con  respecto  ax. 
axJ 


8.9. 


dAj  dx?  dAp  d2xp 
dxk  dx 7  dxk  to*  to7 


A„  =—  - 


dx?  dA„  dx q  d2xp 


■  +  - 


to-7  to?  to*  to* to7 
dA„ 


to7"  dx?  dA 
iAn  =  .  ..  , 


+  - 


aV 


to7  to*  to?  dxkdxJ 


7  A„ 


Como  el  segundo  te'rmino  de  la  derecha  esta  presente,  7^  no  se  transforma  como  debiera  hacerlo  un  tensor.  Des- 

*  dAp 

pues  debe  demostrarse  la  rnanera  en  que  la  suma  de  una  cantidad  apropiada  a  7^  hace  que  el  resultado  sea  un 
tensor  (vea  el  problema  8.52). 

Demuestre  que  la  velocidad  de  un  fluido  en  cualquier  punto  es  un  tensor  contravariante  de  rango  uno. 


Solucion 

La  velocidad  de  un  fluido  en  cualquier  punto  tiene  componentes 


to* 

-77  en  el  sistema  de  coordenadas  x*.  En  el  sistema 


dx1 

de  coordenadas  xJ  la  velocidad  es  — — .  Pero, 

dt 


segun  la  regia  de  la  cadena. 


to7  to7  to* 
dt  to*  dt 


y  se  concluye  que  la  velocidad  es  un  tensor  contravariante  de  rango  uno  o  un  vector  contravariante. 


La  delta  de  Kronecker 

8.10.  Evalue  a)  8pqAf  y  b)  Sp8q. 

Solucion 

Como  8P  =  1  si  p  =  q  y  0  si  p  =A  q,  se  tiene: 
a)  8pAf  =  Apr-  y  b)  8p8q  =  8P 

dxp 

8.11.  Demuestre  que  —  =  8P. 

dxi  1 

Solucion 

dxP  SxP 

Si  p  =  q,  —  =  1)  ya  que  xp  =  x?.  Si  p  ¥=  q,  —  =  0  puesto  que  xp  y  xq  son  independientes. 
dxP 

Entonces,  —  =  9’ 
dx 1  q 
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8.12. 


d.xp  dxq 

Demuestre  que - =  8P 

4  a*9  dxr 


So  I  u  cion 


Las  coordenadas  xF  son  funciones  de  las  coordenadas  xq,  que  a  su  vez  son  funciones  de  las  coordenadas  xr.  Enton- 
ces,  segun  la  regia  de  la  cadena  y  el  problema  8.1 1, 

dxP  _  a %p  dx?  _  §p 
dxr  ~  dxq  dxr  ~  r 

—  dxp  dxq  — 

8.13.  Sea  A1’  =  — Aq .  Demuestre  que  Aq  =  AP . 

dxq  dxp 

Sol  u  cion 

-p  dxp  „  dxr 

Se  multipliea  la  ecuacion  A  =  — Aq  por 

F  ax'?  F  dxp 


dxr  —  dxr  dxf 

Entonces,  — j A p  =  — - Aq  =  8rAq  =  A'\  segun  el  problema  8.12.  A1  hacer  r  —  q  obtenemos  el  resultado. 

dxp  dxr  ox?  q 

Esto  indica  que  en  las  ecuaciones  de  transformacion  para  las  componentes  del  tensor,  pueden  intercambiarse  las 
cantidades  que  tienen  barra  y  las  que  no  la  tienen,  resultado  que  puede  demostrarse  de  manera  general. 

8.14.  Demuestre  que  8%  es  un  tensor  mixto  de  segundo  rango. 


Solucion 


Si  es  un  tensor  mixto  de  segundo  rango,  debe  transformarse  de  acuerdo  con  la  regia 


dxpdxk  q 


0XJ  OX'  I  —j 

El  lado  derecho  es  igual  a  rrxrzj  =  segun  el  problema  8.12.  Como  8k  =  8Jk  =  1  si y  =  k  y  0  siy  A  k,  se  con- 

(JmAr  (J  A 

cluye  que  8P  es  un  tensor  mixto  de  rango  dos,  lo  que  justifica  la  notacion  empleada. 

Observe  que  en  ocasiones  se  usa  8pq  =  1  si  p  =  q  y  0  si  p  A  q  como  la  delta  de  Kronecker.  Sin  embargo,  este 
no  es  un  tensor  covariante  de  segundo  rango,  como  la  notacion  pareciera  indicar. 


Operaciones  fundamentales  con  tensores 

8.15.  Suponga  que  Apq  y  Bpq  son  tensores.  Demuestre  que  su  suma  y  diferencia  son  tensores. 


Solucion 


Por  hipotesis  Apq  y  Bpq  son  tensores,  de  modo  que: 


T  A 


dxp  dx «  9.x'  r  y  ' 


dx^dxkdxrBpq 
dxp  dx i  dx1  r 


Se  suman, 


dx-*  dxk  dxr 
dxp  dx?  dx1 


(Apq  +  Bpq). 


Se  resta, 


(Af-Sf) 


9x?  dxk  dxr 
dxp  dx ?  dx 1 


( Apq  -  Bpq). 


Entonces,  Apq  +  Bpq  y  Apq  —  Bpq  son  tensores  del  misrno  rango  y  tipo  que  Apq  y  Bpq. 


Problemas  resueltos  ^ 


8.16.  Suponga  que  Apq  y  Bst  son  tensores.  Demuestre  que  C™s  =  ApqBst  tambien  es  un  tensor. 


Solucion 


Debe  demostrarse  que  Cpqs  es  un  tensor  cuyas  componentes  se  forman  al  tomai'  los  productos  de  componentes  de 
los  tensores  Apq  y  Bsr.  Puesto  que  Apq  y  B)  son  tensores, 


Se  multiplica  y  queda: 


-jk  =  dx>  dxk  9xr  gm  =  BxT  dx 
'  dxP  dx‘i  dx1  r  y  "  dxs  dx" 


Jjkg-n  _  dX]  dxk  dx?  dxm  dx! 

1  "  8 Xp  8xq  dx 1  dxs  dx"  r  ‘ 

lo  que  demuestra  que  AprqBst  es  un  tensor  de  rango  5,  con  indices  contravariantes  p,  q  y  s,  e  indices  covariantes  r, 
t,  lo  que  garantiza  la  notation  Cpqs .  Se  denomina  a  Cpqs  =  ApqBst  producto  externo  de  Apq  y  Bst. 

8.17.  Sea  Aprqt  un  tensor,  a)  Elija p  =  t  y  demuestre  que  Apqp,  donde  se  emplea  la  convencion  de  suma,  es  un  tensor. 
Cual  es  su  rango?  b)  Escoja  p  =  ty  q  =  s,  yde  manera  similar  demuestre  que  Apq  es  un  tensor.  (\Que  rango 
tiene? 


Solucion 

a)  Como  Apqt  es  un  tensor, 

jk  =  rn 
lmn  dxp  dxq  dx1  dx"' dx"  rst  ’ 

Debe  demostrarse  que  Apqp  es  un  tensor.  Coloque  los  indices  correspondientes  j  y  n  iguales  entre  si  y  sume 
sobre  este  indice.  Entonces, 

—jk  dxk  Qxk  dxr  dxs  dx'  dx'  dxk  Qjk  dxr  9X*  na 

'"'k  dxp  dxq  dx1  dx"'  dxk  rst  dxk  dxp  dxq  dx1  dx"'  rs' 

=  dx^WdS  =  <&<*<*  „ 
p  dxq  dx 1  dx1"  rs'  dx q  dx1  wr  rsp 

por  lo  que  Apqp  es  un  tensor  de  rango  3  y  puede  denotarse  con  Bqs.  El  proceso  de  colocar  un  indice  contrava- 
riante  igual  a  un  indice  covariante  en  un  tensor  y  sumarlos  se  llama  contraction.  Con  ese  proceso  se  forma  un 
tensor  cuyo  rango  es  inferior  en  dos  al  rango  del  tensor  original. 

b)  Debe  probarse  que  Apqp  es  un  tensor.  En  la  ecuacion  (1)  del  inciso  a)  se  hace  j  =  nyk  =  m,y  se  suma  sobre  j 
y  k.  se  tiene 


—jk  dxk  Qxk  Qxr  gxs  Qxt  9 X'  dxk  QjJ  Qxk  gy 

lkJ  dxp  dxq  dxf  dxk  dxk  rst  gy  dxP  d-k  dxq  gx;  rst 


—  S'  8s  —Apq  —  —Apq 
~  p  qdxf  rst  -  dxl  rqp 


lo  que  demuestra  que  Apqp  es  un  tensor  de  rango  uno  y  puede  escribirse  como  Cr.  Observe  que  al  contraer  dos 
veces  el  rango  se  redujo  en  4. 


8.18.  Pruebe  que  la  contraction  del  tensor  Ap  es  un  escalar  o  invariante. 

H 

Solucion 

Se  tiene  que 

k~dxpdxk  q 
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A1  hacer  j  =  k  y  sumar, 


—i  cfxJ  dxq 

JJl  =  ^AP*  =  ^=APr 


d xp  dx1 

Entonces,  AJj  =  App,  y  se  concluye  que  App  debe  ser  un  invariante.  Como  Ap  es  un  tensor  de  rango  2  y  la  contraccion 
con  respecto  a  un  solo  l'ndice  disminuye  el  rango  dos,  llegamos  a  definir  un  invariante  como  un  tensor  de  rango  cero. 


8.19.  Demuestre  que  la  contraccion  del  producto  externo  de  los  tensores  Ap  y  Bq  es  un  invariante. 


Solucion 

Como  A1’  y  Bq  son  tensores,  AJ 


dxJ  -  dxq 

— Ap,  Bi  =  — rB„.  Entonces, 
dxP  dxk  q 

W  dxq  „ 

ABk  = - ,APB„ 

dxp  dxk  q 


Por  contraccion  (se  hace  j  =  k  y  se  surna): 

_ • _  cfx^  ()xq 

A'B:  =  - — ^ APB„  =  &LAPB„  =  AFB„ 

1  dxp  dx>  q  p  1  1 

por  lo  que  ApBq  es  un  invariante.  El  proceso  de  multiplicar  tensores  (multiplicacion  externa)  para  luego  contraer  se 
llama  multiplication  interna,  y  el  resultado  recibe  el  nombre  de  producto  interno.  Como  ApBq  es  un  escalar,  con 
frecuencia  se  denomina  producto  escalar  de  los  vectores  Ap  y  Bq. 


8.20.  Demuestre  que  cualquier  producto  interno  de  los  tensores  Ap  y  Bf  es  un  tensor  de  rango  tres. 


Solucion 


El  producto  externo  de  Ap  y  Bf  =  AprBf. 

Se  contrae  con  respecto  de  los  Indices  p  y  t,  es  decir,  sea  p  =  t  y  se  suma.  Debe  demostrarse  que  el  producto 
interno  resultante,  representado  por  ApB,p  es  un  tensor  de  rango  tres. 

Por  hipotesis,  Ap  y  Bf  son  tensores;  entonces. 


;  _  acac  lm 

k~dxpdxk  r’  " 


Six'  dx™  dx1  Bqs 
dxQ  dxs  dx"  ' 


A1  multiplicar,  con  j  =  n,  y  sumar,  se  tiene: 


At  = 


dx  j  dxr  dx1  dx1"  dx' 

_ ;APBq 

dxP  dxk  dxi  9xs  dx-*  1  1 


dxr  dx1  dx1" 
p  dxk  dxi  dx5  r  ' 

a s&_3^APBqs 

dxk  dxi  Qxs  r  p 


lo  que  demuestra  que  ApBf  es  un  tensor  de  rango  tres.  A1  contraer  con  respecto  de  q  y  r  o  s  y  r  en  el  producto  ApBf, 
puede  demostrarse  en  forma  similar  que  cualquier  producto  interno  es  un  tensor  de  rango  tres. 


Otro  metodo.  El  producto  externo  de  dos  tensores  es  un  tensor  cuyo  rango  es  la  suma  de  los  rangos  de  los  tensores  da¬ 
dos.  Entonces,  ApBf  es  un  tensor  de  rango  3  +  2  =  5.  Como  una  contraccion  da  como  resultado  un  tensor  cuyo  rango 
es  inferior  en  dos  que  el  del  tensor  dado,  se  concluye  que  cualquier  contraccion  ApBf  es  un  tensor  de  rango  5-2  =  3. 


8.21.  Sea  X(p,  q,  r)  una  cantidad  tal  que  X(p,  q,  r)Bf  =  0  para  un  tensor  arbitrario  Bf .  Demuestre  que  X(p,  q,  r) 
=  0  de  manera  identica. 


Solucion 

Como  Bf  es  un  tensor  arbitrario,  se  escoge  un  componente  particular  (digamos  uno  con  q  =  2,  r  =  3)  diferente 
de  cero,  mientras  que  todas  las  demas  componentes  son  iguales  a  cero.  Entonces,  X(p,  2,  3IB3"  =  0,  de  rnodo  que 
X(p,  2,  3)  =  0  puesto  que  Bf‘  ^  0.  Con  un  razonamiento  similar  para  todas  las  combinaciones  posibles  de  q  y  r,  se 
tiene  que  X{p ,  q,  r)  =  0,  de  lo  que  se  concluye  el  resultado. 


Problemas  resueltos 


8.22.  Suponga  en  el  sistema  de  coordenadas  x‘,  una  cantidad  A{p,  q ,  r)  es  A(p,  q,  r)Bqs  =  Csp,  donde  Bqs  es  un 
tensor  arbitrario  y  Cp  es  un  tensor.  Demuestre  que  A(p,  q,  r)  es  un  tensor. 


Solucion 

En  las  coordenadas  transformadas  x',  A(j,  k,  l)B"'  =  Cj . 

^  ,  dxk  d?"  dxr  3.x"'  3 xP  „  dX"  3 XP 

Entonces,  A(j,  k,  l) - z^Bf  = - .  C„  = - rA(p,  <7,  r)B 

dxq  3.x5  3x  3xJ  3xJ  1  Sx5  3x7 

o  bien: 


3xm  T  SxA  3xr  —  dxp 

-  — — —fA(j,  k,  l )  -  — ,A(p,  r) 

3.x'  3.x?  dx1  dxJ  ^  1 


Bf  =  0 


dxn  3xn 

La  multiplicacion  interna  por - (es  decir,  al  multiplicar  por  — -  para  luego  contraer  con  t  =  m)  produce 

dx"1  dx 


8! 


dxk  dxr  —  dx1’ 

— - jA(j,  k,  l) - —A(p,  q,  r) 

dxA  dx  dxJ  ‘  1 


Bf  =  0 


o  bien: 


dxk  dxr  —  dx1’ 

- - -z[A(j,  k,  l )  -  —jA(p,  q ,  r) 


dx?  dx1 


dxJ 


Bf  =  0. 


Como  Bf  es  un  tensor  arbitrario,  segun  el  problema  8.21  se  tiene  que: 

dxkdxr-  dxP 

k'  V  ~  ^r)  =  0 

dx?  dx  dxJ 

dxq  dx" 

La  multiplicacion  interna  por  — - —  produce 

F  F  dx"’  dxr  F 


o  bien: 


,  _  axi’  dx?  dx" 

8k  8'!A(j,  k,  l)  — — - '—A(p,  q,  r)  =  0 

m  1  v  dx1  dx1"  dxr  ^  1 


dxp  dxi  dx" 

A(j'm’n)  =  dxiwr  dx-A(p’q’ r) 


lo  que  demuestra  que  A(p,  q,  r)  es  un  tensor  y  justifica  el  uso  de  la  notacion  Arpq. 

En  este  problema  se  ha  establecido  el  caso  especial  de  la  ley  del  cociente,  que  dice  que  si  un  producto  interno 
de  una  cantidad  X  con  un  tensor  arbitrario  B  es  un  tensor  C,  entonces  X  es  un  tensor. 


Tensores  simetricos  y  simetricos  oblicuos 

8.23.  Suponga  que  un  tensor  Ap^r  es  simetrico  (simetrico-oblicuo)  con  respecto  de  los  Indices  p  y  q  en  un  sistema 
de  coordenadas.  Demuestre  que  permanece  simetrico  (simetrico  oblicuo)  con  respecto  de  p  y  q  en  cualquier 
sistema  de  coordenadas. 


Solucion 


Como  solo  estan  involucrados  los  indices  p  y  q,  debemos  probar  los  resultados  para  Bpq.  Si  Bpq  es  simetrico, 
Bpq  =  Bqp.  Entonces, 


Bjk  = 


3x 1  dxk  nn  dxk  dxJ  nn  —kj 

- Bpq  = - Bqp  =  B1 

dxp  dx q  dx i  dxp 


y  Bpq  permanece  simetrico  en  el  sistema  de  coordenadas  x'. 
Si  Bpq  es  simetrico  oblicuo,  Bpq  =  —Bqp.  Entonces, 


jf  =  WWBpq  =  _dff_dx^Bqp  =  _Bkj 


dxp  dx? 


dx?  dxp 


y  Bpq  permanece  simetrico  oblicuo  en  el  sistema  de  coordenadas  x'. 

Los  resultados  anteriores  son  validos,  por  supuesto,  para  otros  tensores  simetricos  (simetricos  oblicuos). 
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8.24.  Demuestre  que  todo  tensor  puede  expresarse  como  la  suma  de  dos  tensores,  uno  de  los  cuales  es  simetrico  y 
el  otro  simetrico  oblicuo  en  un  par  de  indices  covariantes  o  contravariantes. 

Sol u  cion 

Considere,  por  ejemplo,  el  tensor  BPq.  Se  tiene: 

Bpq  =  i (fipq  +  s«P)  +  i (Bpq  -  Bqp) 

Pero  Rpq  =  ^(Bpq  +  Bqp)  =  Rqp  es  simetrico,  y  Spq  =  i( Bpq  —  Bqp)  =  —  Sqp  es  simetrico  oblicuo.  Con  un  razona- 
miento  similar,  se  observa  que  el  resultado  es  verdadero  para  cualquier  tensor. 

8.25.  Sea  $  =  ajkA'Ak.  Demuestre  que  siempre  es  posible  escribir  <T)  =  bjkAqAk,  donde  bjk  es  simetrico. 

Sol u  cion 

$  =  cijkAjAk  =  akjAkAj  =  akjAjAk 

Entonces, 

2(1>  =  ajkAjAk  +  akjAjAk  =  (ajk  +  akj)AjAk  y  (T>  =  \  (ajk  +  akj)AjAk  =  bjkAjAk 
donde  b]k  =  |( ajk  +  akj )  =  bk]  es  simetrico. 

Matrices 

8.26.  Escriba  la  suma  S  =  A  +  B,  la  diferencia  D  =  A  —  B  y  los  productos  P  =  AB  y  Q  =  BA,  de  las  matrices 
siguientes: 

3  1  -2l  [20  -1” 

A  =  4-2  3,5=  -4  1  2 

_  —2  i  -lj  [_  1  -1  0 

Sol u  cion 

"3  +  2  1+0-2-11  [5  1-3" 

S  =  A  +  B=  4-4  -2+1  3  +  2  =0-15 

_  —2  +  1  1-1  — 1  +  0  J  [-1  0  -1_ 

3-2  1-0  — 2  +  1 1  [  1  1  -1" 

D=A-B=  4  +  4  -2-1  3-2  =  8  -3  1 

-2-1  1  +  1  — 1  —  0  J  |_  —3  2  -1_ 

'  (3)(2)  +  (l)(-4)  +  (-2)(l)  (3)(0)  +  ( 1 )( 1)  +  ( —  2)( —  1 )  (3)( —  1)  +  (1)(2)  +  (— 2)(0) 

P  =  AB=  (4)(2)  +  ( —  2)( —  4)  +  (3)(1)  (4)(0)  +  (-2)(l)  +  (3)(-l)  (4)(-l)  +  (-2)(2)  +  (3)(0) 

_  ( —  2)(2)  +  (1)( — 4)  +  (— 1)(1)  (-2)(0)  +  (1)(1)  +  (-1)(-1)  ( — 2)( —  1)  +  (1)(2)  +  (— 1)(0)_ 


Esto  demuestra  que  AB  +  BA,  es  decir,  que  la  multiplicacion  de  matrices  generalmente  no  es  conmutativa. 


Problemas  resueltos  ^ 


8.27. 


8.28. 


Sea  A  = 


2  1 

-1  3 


y  b  = 


-1  2 

3  -2 


.  Demuestre  que  (A  +  B)(A  —  B)  =£  A2  —  B2. 


Solucion 

1  3 


A  +  B  = 


A2  = 


2  1 


A  —  B  = 


3  -1 
-4  5 


.  Entonces,  (A  +  B)(A  -  B)  = 


n  31 

r  3 

-r 

ON 

1 

141 

i 

<N 

_ l 

i 

I 

5. 

(N 

cn 

'2  1' 

'  2  r 

'  3 

5' 

,  B2  = 

'-1  2' 

'-1 

2' 

'  7 

-6' 

.-1  3. 

.-1  3. 

.-5 

8. 

3  -2. 

3 

-2. 

.-9 

10. 

Asl,  A2  —  B2  = 


-4  11 

4  -2 


Por  tanto,  (A  +  B)(A  —  B)  A  A2  —  B2.  Sin  embargo,  (A  +  B)(A  —  B)  =  A2  —  AB  +  BA  —  B2. 

Exprese  en  notacion  matricial  las  ecuaciones  de  transformacion  para:  a)  un  vector  covariante  y  b)  un  tensor 
contravariante  de  rango  dos,  si  se  supone  N  =  3. 


Solucion 

dx? 

a )  Las  ecuaciones  de  transformacion  A„  =  -^Aq  pueden  escribirse  as! 

d.v 


A  i 
A2 

M. 


3-r1 

dx2 

3.x3 

3J1 

dx 1 

3.x1 

3-y1 

3.r2 

3.x3 

dx2 

dx2 

3.x2 

dx1 

dx2 

3x3 

-  3y3 

Sx3 

3.x3 

Ai 

A2 

a3 


en  terminos  de  vectores  columna.  o  en  forma  equivalente  en  terminos  de  vectores  renglon 


[Ai  A 2  A3]  —  [Ai  A2  A3] 


3.x1 

3.x1 

3.x1 

Sx1 

dx2 

dx3 

3x2 

dx2 

dx2 

3x* 

dx2 

dx 3 

3.x3 

dx 3 

3.x3 

-  dx1 

df- 

3x3  - 

A”r: 

_*Wa- 

dx1!  3xs 

A12  A13 

-t-22  -t-23 

A  A 


—31  -t-32  -t-33 

AAA 


dx1 

dx1 

3x 

Sx1 

dx2 

3x3 

dx2 

dx2 

dx2 

dx1 

dx2 

dx3 

dx3 

dx3 

dx3 

dx1 

dx2 

dx3 

11 

A12 

A13' 

21 

A22 

A23 

31 

A32 

A33 

3.x1 

dx2 

dx3 

3.x1 

dx 1 

3x' 

3x‘ 

dx2 

dx3 

3.x2 

dx2 

dx2 

3x* 

dx2 

dx3 

3x3 

dx3 

dx3 

Pueden  hacerse  ampliaciones  de  estos  resultados  para  N  >  3.  Sin  embargo,  para  tensores  de  rango  mayor  la 
notacion  matricial  no  sirve. 
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El  elemento  de  li'nea  y  el  tensor  metrico 

8.29.  Suponga  que  ds2  =  gjk  dx>  etc  es  un  invariante.  Demuestre  que  gjk  es  un  tensor  covariante  simetrico  de  rango 
dos. 

Sol  u  cion 

Segun  el  problema  8.25,  =  ds2,Ai  =  dbl  y  Ak  =  dxk\  se  concluye  que  gjk  puede  escogerse  corno  simetrico.  Asi- 

mismo,  corno  ds 2  es  un  invariante, 

dxi  dx^  dx-i  dx^ 

gpqdxFdxx‘  =  gjkd.x>d x*  =  gjk  =  gjk 

dx^  dx^ 

Por  lo  que  gpq  =  gjk  —7—  y  gjk  es  un  tensor  simetrico  covariante  de  rango  dos,  llamado  tensor  metrico. 

UA  y'A 

8.30.  Determine  el  tensor  metrico  en  coordenadas:  a)  cilmdricas  y  b)  esfericas. 


So  I  u  cion 


a )  Igual  que  en  el  problema  7.7,  ds2  =  dp2  +  p 2  d<b 2  +  dz2- 

Si  x1  =  p,  x2  =  (/>,  x3  =  z:  entonces  gu  =  1,  g22  =  p2,  g33  =  1,  g12  =  g2l  =  0,  g2 3  =  g32  =  0,  g3[  =  g[3  =  0. 


"511 

512 

513 

1 

0 

O' 

En  forma  matricial,  el  tensor  metrico  puede  escribirse  corno: 

521 

522 

523 

= 

0 

P2 

0 

.531 

532 

533. 

0 

0 

1 

Como  en  el  problema  7.8a),  ds2  =  dr 2  +  r2  dd2  +  r2  serr  6  dejr. 

"  1 

0 

0 

Si  x1  =  r,  x2  =  6,  x3  =  (f> ,  el  tensor  metrico  puede  escribirse  corno 

0 

r 2 

0 

0 

0 

r 2  sen2  6 

En  general,  para  coordenadas  ortogonales,  g]k  =  0  para  j  A  k. 


8.31.  a)  Exprese  el  determinante  g  — 


5ii 

512 

513 

521 

522 

523 

531 

532 

533 

en  terminos  de  los  elementos  del  segundo  renglon  y  sus  co- 


factores  correspondientes.  b)  Demuestre  que  gjkG(j,  k)  =  g,  donde  G(j,  k)  es  el  cofactor  de  gjk  en  g,  y  donde 
la  suma  se  hace  solo  sobre  k. 


So  I  u  cion 


a )  El  cofactor  de  gjk  es  el  determinante  obtenido  a  partir  de  g  por  medio  de  (1 ),  al  eliminar  el  renglon  y  la  columna 
en  la  que  aparece  gjk,  y  (2)  con  la  asociacion  del  signo  (—  iy+k  a  dicho  determinante.  Entonces, 


Cofactor  de  g2 1 


(-1)2+1 


^12 

g32 


g  13 
533 


Cofactor  de  g22 


(_1)2+2 


5n 

531 


5i3 

533 


y 


Cofactor  de  523  ~  ( — 1)2+3 

Estos  cofactores  se  denotan  corno  G( 2,  1),  G( 2,  2)  y  G( 2,  3),  respectivamente.  Entonces,  segun  un  principio 
elemental  de  los  determinantes. 


5ii  5i2 
531  5 32 


521  G(2,  1)  +g22G(2,  2)  +  g23G(2,  3)  =  g 


b)  Al  aplicar  el  resultado  del  inciso  a)  a  cualquier  renglon  o  columna  se  tiene  que  gjkG(J,  k)  =  g,  donde  la  suma  se 
realiza  solamente  sobre  k.  Estos  resultados  se  cumplen  cuando  g  =  |  gjk  es  un  determinante  de  A-esimo  orden. 


Problemas  resueltos  ^ 


8.32.  a)  Demuestre  que  g2iG(3,  1)  +  g22G(3,  2)  +  g23G(3,  3)  =  0- 
b)  Pruebe  que  gjkG(p,  k)  =  0  si  j  +  p. 

Sol u  cion 

gll  8 12  gl3 

a)  Considere  el  determinante  g2i  gn  g23  ,  que  es  igual  a  cero  porque  los  ultimos  dos  renglones  son  identicos. 

821  822  823 

A1  desarrollar  de  acuerdo  con  los  elementos  del  ultimo  renglon  se  tiene  que 
g2iG(3,  1)  +g22G(3,  2)  +g23G(3,  3)  =  0 

b)  A1  igualar  los  elementos  correspondientes  de  dos  renglones  (o  columnas)  cualesquiera,  es  posible  demostrar, 
como  en  el  inciso  a),  que  gjkGip,  k)  «  0  sij  +  p.  Este  resultado  tambien  se  cumple  para  determinantes  de  N- 
esimo  orden. 


Solucion 

G(j,  k)  .. 

De  acuerdo  con  el  problema  8.31,  gjk - =  1,  o  bien  gjkg1  =  1,  donde  la  suma  se  realiza  solo  sobre  k. 

8 


Por  el  problema  8.32,  gjk 


G(P ,  k) 


=  0,o  gjkgpk  -  0,  si  p  +  j. 


Entonces,  gjkgpk  (=  1  sip  =  j  y  0  sip  A  j)  =  S’. 

Se  ha  empleado  la  notation  g1 k  aunque  aun  no  se  haya  demostrado  que  este  garantizada  (es  decir,  que  g^k  es  un 
tensor  contravariante  de  rango  dos).  Esto  se  establece  en  el  problema  8.34.  Observe  que  el  cofactor  ha  sido  escrito 
como  G(j,  k)  y  no  como  Gk,  puesto  que  es  posible  demostrar  que  no  es  un  tensor  en  el  sentido  habitual.  No  obstan¬ 
te,  puede  probarse  que  es  un  tensor  relativo  de  peso  dos  que  es  contravariante  y  con  dicha  ampliation  del  concepto 
de  tensor,  la  notation  G'k  queda  justificada  (vea  el  problema  complementary  8.152). 

8.34.  Demuestre  que  g*k  es  un  tensor  simetrico  contravariante  de  rango  dos. 

Solucion 

Como  gjk  es  simetrico,  G(j,  k)  es  simetrico,  por  lo  que  gfk  =  G(j,  k)/g  es  simetrico. 

Si  Bp  es  un  vector  arbitrary  contravariante,  Bq  =  gpqBp  es  un  vector  arbitrary  covariante.  A1  multiplicar  por  gjq, 

giqBq  =  gjqgPqBp  =  8>pBP  =B>,  o  bien  gjqBq  =  B> 

Como  Bq  es  un  vector  arbitrary,  g,q  es  un  tensor  contravariante  de  rango  dos,  por  la  aplicacion  de  la  ley  del  cocien- 
te.  El  tensor  g'k  se  llama  tensor  metrico  conjugado. 

8.35.  Determine  el  tensor  metrico  conjugado  en  coordenadas:  a)  cilmdricas  y  b)  esfericas. 

Solucion 

1  0  0 

a)  Del  problema  8.30a),  g  =  0  p2  0  =  p2 

0  0  1 


u  _  cofactor  de  gn  _  1  p~  0 

g  1  7  o  i  1 

92  _  cofactor  de  g22  _  1  1  0  _  1 

8  P2  0  1  p2 ' 


33  _  cofactor  de  g33  _  1  1  0  _ 

g '  1  7  o  p2 

12  _  cofactor  de  g\2  1  0  0  _ 

8  =~7  0  1 
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De  manera  similar,  gik  =  0  si  j  i=  k-  El  tensor  metrico  conjugado  puede  representarse  en  forma  matricial  como 
sigue 

1  0  0" 

0  l/p2  0 
_0  0  1_ 


b)  Del  problema  8.30£>),  g 


1  0  0 

Or2  0 

0  0  r2  sen2  9 


r4  sen2  0 


Igual  que  en  el  inciso  a),  encontramos  que  g11 
matricial  esto  se  escribe  as! 


1,  g' 


22 


— - y  g’k  =  0  para  j  +  k,  y  en  forma 

r2  sen  9 


10  0 
0  l/r2  0 

_0  0  l/r2  sen2  9. 

8.36.  Encuentre:  a)  g  y  b)  g'k  correspondiente  a  ds2  =  5(dx]f  +  3 (dx2)2  +  4 (dx3)2  —  6  dx'dx2  +  4  dx2dx3. 


So  I  u  cion 


a)  gll  —  5,  g22  —  3,  g33  —  4,  g!2  —  g21  =  —3,  g23  —  g32  —  2,  gi3  —  g3i  —  0. 


Entonces, 


5 

-3 

0 


-3 

3 

2 


0 

2 

4 


=  4. 


b)  Los  cofactores  G(j,  k)  de  gjk  son 

G(l,  1)  =  8,  G(2,  2)  =  20,  G(3,  3)  =  6,  G(l,  2)  =  G(2,  1)  =  12,  G(2,  3) 
G(l,  3)  =  G(3,  1)  =  -6 


G(3,  2)  =  -10, 


Entonces,  g11  =  2,  g22  =  5,  g33  =  3/2,  g12  =  g21  =  3,  g23  =  g32  =  -5/2,  g13  =  g31  =  -3/2 
Observe  que  el  producto  de  las  matrices  (gjk)  y  (g'k)  es  igual  a  la  matriz  identidad,  I,  es  decir: 


5  -3  0~ 

'  2  3  —3/2 " 

o 

o 

3  3  2 

3  5  -5/2 

= 

0  10 

0  2  4 

.-3/2  -5/2  3/2  _ 

O 

O 

Tensores  asociados 

8.37.  Sea  Aj  =  gjkAk.  Demuestre  que  Ak  =  g’kAj. 

Sol u  cion 

Multiplique  Aj  =  gjkAk  por  g2q.  Entonces,  g>qAj  =  g’qgjkAk  =  <tf,Ak  =  Aq ,  es  decir  Aq  =  g>qAj  o  bien  Ak  =  g’kAj. 

Los  tensores  de  rango  uno,  Aj  y  Ak  se  llarnan  asociados.  Representan  las  componentes  covariante  y  contrava- 
riante  de  un  vector. 

8.38.  a)  Demuestre  que  Lr  =  gpqApAq  es  un  invariante.  b)  Demuestre  que  L 2  =  gpqApAq. 

Sol  u  cion 

a)  Sean  Aj  y  Ak  las  componentes  covariante  y  contravariante  de  un  vector.  Entonces, 


Problemas  resueltos  ^ 


ApAp  =  —dxPrAjAk  =  d AjAk  =  AjAj 
p  di?dxk  1  A  1  1 

de  modo  que  AjA!  es  un  invariante  que  llamaremos  L2.  Entonces,  puede  escribirse 

L2  =  AjAj  =  gjkAkAj  =  gpqAp Aq 

b)  Del  inciso  a):  Lr  =  AjAi  =  AjgkjAk  =  gikAjAk  =  gpqApAq. 

La  cantidad  escalar  o  invariante  L  =  ApAP  se  llama  magnitud  o  longitud  del  vector  con  componentes 
covariante  Ap  y  contravariante  Ap. 

8.39.  a)  Suponga  que  A1’  y  Bq  son  vectores.  Demuestre  que  gpqApBq  es  un  invariante. 

gPqA”Bq 


b)  Demuestre  que 


Sol  uc  ion 


J(APAp)(BqBq) 


es  un  invariante. 


a) 

b ) 


Segiin  el  problema  8.38,  ApBp  =  ApgpqBq  =  gpqApBq  es  un  invariante. 

Como  ApAp  y  BqBq  son  invariantes,  J(APAp)(BqB^)  es  un  invariante,  por  lo  que 
Se  define 


gPqApBq 

J(ApAp)(BqBq) 


es  un  invariante. 


gPqApBq 

cos  6  =  , 

J(ApAp)(BqBq) 

corno  el  coseno  del  dngulo  entre  los  vectores  Ap  y  Bq.  Si  gpqApBq  =  ApBp  =  0,  los  vectores  se  llaman  ortogo- 
nales. 


8.40.  Exprese  la  relacion  entre  los  tensores  asociados: 
a)  A*1  y  Apqr,  b)  A*  y  Aqkr,  c )  Apqrs,  y  Aj$. 

Sol  u  cion 

a)  AqkI  =  gipgkqglrApqr  o  Apqr  =  gjpgkqglrAqM 

b )  Afq  =  gjqgirAqkr  o  Aqkr  =  g’qghA  kl 

c)  Ar;p  =  gpjgrkg„Aj $  o  Ajqf  =  gpjgrkg"Apqrs, 

8.41.  Demuestre  que  los  angulos  0\2~  O23  y  (h\  entre  las  curvas  coordenadas  en  un  sistema  de  coordenadas  tridimen¬ 
sional  estan  dados  por 


a  g  12  a  g  23  a  g3l 

COS  f)l2=  COS  =  COS  = 

y/gng22  “  *Jg22g3  3  V£33£ll 

Sol u  cion 

A  lo  largo  de  la  curva  coordenada  x1,  x2  =  constante  y  x3  =  constante. 

,  1  ?  dx‘  1 

Entonces,  de  la  forma  metrica,  ds  =  g\\{d; r)  o  bien  — —  =  - 

as  JgT\ 

Asl.  un  vector  tangente  unitario  a  lo  largo  de  la  curva  .r1  es  A\  =  S\.  De  rnanera  similar,  los  vectores  unitarios 

V«ii 

tangentes  a  lo  largo  de  las  curvas  coordenadas  ryx3  son:  Ar2  =  — - —  S,  y  Ar3  =  — - —  §3. 
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El  coseno  del  angulo  0\2  entre  A[  y  A'2  esta  dado  por 

cos  @\2  =  gpqA\A\  =  gpq—=—=S[8 \  =  —  • 

■s/gu  ■s/g22  s/g\\g22 

Los  otros  resultados  se  obtienen  de  manera  similar. 

8.42.  Demuestre  que  para  un  sistema  de  coordenadas  ortogonal,  gl2  =  £23  =  £31  =  0. 

Sol u  cion 

Esto  se  concluye  de  inmediato  del  problema  8.41  si  se  hace  @\2  =  @22  =  @n  =  90°.  Del  hecho  de  que  gpq  =  gqp, 
tambien  se  concluye  que  g2 1  =  £32  =  gi3  =  0. 

1  1  1 

8.43.  Demuestre  que  para  un  sistema  ortogonal  de  coordenadas,  gn  =  — rr,  g~n  =  ,, ,  C'33  =  ... 

g11  g22  g 33 

Sol  u  cion 

Del  problema  8.33,  gprgrq  =  S% 

Si  p  =  q=  1,  glrgri  =  1  o  gngn  +  g12g2i  +  g13g3i  =  1- 

Entonces,  con  el  uso  del  resultado  del  problema  8.42,  gn  =  — rr. 

g 

En  forma  similar,  si  p  =  q  =  2,  g22  =  — ;  y  si  p  =  q  =  3,  £33  = 

g-2  g33 


Simbolos  de  Christoffel 

8.44.  Demuestre  que:  a)  [pq,  r]  =  [qp,  r ],  b) 

Sol u  cion 


S  \,c)[pq,  r]  =  grs\  S 
qp\  \pq 


a)  \pq  r\  =  ^  =  U^gv  +  <%p_  =  r  , 

>  L P‘7-  J  2 \dx?+  dxP  dx’  J  2\  dxP  +  3x‘i  dx'  J  ' 

b)  *  =  gsr[pq,  r]  =  gsr[qp,  r ]  =  5 

pq  qp 


c)  i'fcvj  p(/ 1  =  gksgsr\pq,  r]  =  8rk[pq,  r ]  =  \pq,  k\ 
o  bien: 

[pq,  k]  =  gks  \  *  i;  es  decir:  [pq,  r ]  =  grs  . 

Observe  que  la  multiplication  de  [pq,  r ]  por  gsr,  tiene  el  efecto  de  reemplazar  r  por  s,  lo  que  sube  el  indice  y  susti- 

s  s 

tuye  los  corchetes  por  Haves  para  general'  t.  De  modo  similar,  la  multiplication  de  por  grs  o  g.„.  tiene  el 

pq  pq 

efecto  de  sustituir  ,s  por  r,  lo  que  baja  el  indice  y  cambia  las  Haves  por  corchetes,  lo  que  produce  [pq,  r\. 


8.45.  Demuestre  lo  siguiente 

a)  =  [pm,  q]  +  [<7/?!,  p],  b) 

c)  f  P  )  =  77— In  ^fg 

\pq\  dx«  v 


ul">  J  C1 
5  I  mn 


Solucion 


1/ 

^  gpq 

1  dgmq 

_  dgpm  N 

1+1/ 

'dgqp 

b 

1 ^ 

ll 

So 
co  \ 

2' 

K  dxm 

dxp 

dxg  > 

]+2\ 

,  dxm 

dxg 

dxp  ) 

Problemas  resueltos  ^ 


o  o 

b)  - —  (g’k gij )  =  - — (fih  =  0.  Entonces 
9x'" '  y;  9xm  ‘ 


A1  multiplicar  por  g" 


es  decir: 


o  bien: 


Jk3jl  Q  0 

s  9xm  9xm  J  7  9x'«  6  dxm 


girg . .  d?j-  =  -  n'r  Jk  d8iL 

5  S,J  dxm  s  5  9.x"' 


sj  ^7  =  -gV‘([™. y]  +  [M  *1) 


dx" 


= 


A: 

im 


r 

jm 


y  el  resultado  surge  al  sustituir  r,  A,  i  y  j  por  p,  q,  n  y  n,  respectivamente. 
c)  Del  problema  8.31,  g  =  gjkG{j,  k)  (solo  se  suma  sobre  A). 

dg 

Como  G(j,  A)  no  contiene  gjk  de  manera  explicita,  -2-  =  G(j,  r ).  Entonces,  al  sumar  sobre  j  y  r. 


9xm  dg  jr  dx" 


=  G(j,r ) 


dxm 


=  8SJr  7^77  =  gg-'r([M  r]  +  [rm,  /|) 


=  g 


y 

7™ 


r 

mi 


=  2  g 


7 

jm 


Por  tanto. 


J_jte 

2g  9x'” 


7 

jm 


o  bien: 

El  resultado  surge  al  sustituir  j  por  p  y  m  por  q. 


7 


=  a^ln^ 


8.46.  Obtenga  las  leyes  de  transformacion  para  los  sfmbolos  de  Christoffel  de  a)  el  primer  tipo  y  b)  el  segundo 
tipo. 


Solution 

,  _  a xi,dxc‘ 

a, 


dgjk  _  dxp  dxq  dgpq  dxr  dx?  d2x?  9V  dx? 

jtf"~l&dxk  dxr  9F1  +  95?  dxmdxk  8pq  +  dxmdxj  dxk  8pq 

La  permutacion  circular  de  los  indices  j,  A,  m  y  p,  q,  r  genera: 

9 gkm  _  dx ?  dxr  dgqr  dxp  dx?  d2xr  ^  92x«  dxr 

~W  -  dx^srlkPdx1  +  dxk  ax' a?" 8qr  +  dxjdxk  dx"' 8qr 

dgmj  _  dxr  dxP  dgrp  dx?  dxr  9V  d2xr  dx? 

dxk  dxm  dx-'  9x9  Qxk  9x”'  dxkdxJ8rp  +  dxkdx"'  9x'  8rp 


(1) 


(2) 

(3) 
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A1  restar  la  ecuacion  (1)  de  la  suma  de  la  (2)  mas  la  (3),  y  multiplicar  por  con  el  uso  de  la  definicion  de  los 
sfmbolos  de  Christoffel  del  primer  tipo  obtenemos  que: 


[jk,  m\ 


dx?  dx?  dxr  r  i  |  d2x p  dx? 
d^d^d^"[pq' ,]  +  dxJdxk dx"l8pq 


(4) 


8xn  dx"'  „ 

b)  A1  multiplicar  la  ecuacion  (4)  por  gnm  =  — — — f 

'  '  dxs  ax' 

dxp  dxq  dxr  dx"  Wc"1 


obtenemos: 

(fix?  dx «  dx"  dx"' 


8  w]  dxJ  dxk  dxm  dx?  dx'  8  r]  +  dx]dxk  dx"'  dxs  dx'  8  8pq 


Entonces, 


dxp  dx*  dx"  „  slr  ,  aV  dx"  M  „ 

“  aw  ^ k  tS  \p<b  r  +  g-jd-k  dxS  ,8  8pq 


8xj  dxk  dxs 

dx?  dxq  dx" 
dx 7  dxk  dxs 


s 

M 


9V  dx" 


corno  8rtgs'[pq,  r]  =  gsr\pq ,  r]  = 


s 

pq 


dxjdxk  dxP 
y  SJgS‘8pq  =  8Sq8pq  = 


d2xm  I  n  I  dxf"  dx"  'dx? 

8.47.  Demuestre  que  — : — r=  <  >  — — - ■ — r 

4  dxJdxk  \  jk  )  dx"  dxJ8xk 


n  1  dx"'  dx p  dx?  j  m 

pq 


Solucion 

Del  problema  8.46A), 


dx"' 

A1  multiplicar  por 


n  ] 

dx”  dx?  dx" 

f  i 

jk  J 

dx 4  dxk  9xs 

[pq 

d2xP  dx" 
dxjdxkdxP' 


n  1 

dx _  dxP  dxq 

f  * 

jk  J 

dx"  ~  dxJ  dxk  '  ‘ 

[pq 

dx "  dx ? 
dx-i  dxk 


m 

pq 


d2xp 

,  °  x  sm 

dx^dxk  p 

d2x"' 

dxjdxk 


A1  resolver  para 


d2x'n 

dx^dxk 


se  llega  al  resultado. 


8.48.  E value  los  sfmbolos  de  Christoffel  de  a)  el  primer  tipo  y  b)  el  segundo  tipo,  para  espacios  en  los  que  gpq  =  0 
sip  A  q. 


Solucion 

a)  Si  P  =  q  =  r. 
Si  p  =  q  r. 


Si  p  =  r  #  q. 


[pq,  r]  =  [pp,  p] 
[pq,  r]  =  [pp,  r] 
[pq,  r\  =  [pq,  p] 


}_(dgpp+^8pp_  dgPP\ 
2  \  dxP  dxP  dxP  ) 

1  {dgpr  dgpr  —  dgpp\ 

2  \  dx  p  dx"  dxr  ) 

1  fdgpp  dgqp  dgpq\ 

2  \  dx q  dx p  dxp  ) 


1  dgpp 

2  dxP 

1  dgpp 

2  dxr 

1  dgpp 

2  dx?  ' 


Sip,  q  y  r  son  distintas,  [pq,  r]  =  0. 

Aquf  no  se  utilizo  la  convencion  de  la  suma. 


Problemas  resueltos  ^ 


1 

b)  Segun  el  problema  8.43,  gJJ - (no  sumada).  Entonces, 

Sjj 


\pq\ 

=  gsr[]>q,  r] 

=  0  si  r 

,  SH  ,  lpq,  s] 

+  s,  y  g  [pq,  ■?]  _ 

§ss 

De  acuerdo  con  el  inciso  a): 

Si  P  =  q  ~  s. 

\ s  1 

f^l 

_  [pp,  p] 

=  _L  =  ^gpp. 

1  pq , 

IppI 

gpp 

2 gPP  dxp 

Si  p  =  q  #  s. 

1  S 

s 

|  _  [pp,  s] 

i 

1 

l  pq . 

pp . 

!  Sss 

2 gss  dx* 

Si  p  =  si=  q. 

5  1 

_  1 

'  p 

_  [pq,  p] 

=  _}_(]gpp  = 

pq  I 

1 

pq 

gpp 

2 gPP  3x« 

Sip,  qy  s  son  distintas. 

f  ^  1 
[pq\ 

=  0. 

(no  sumada)  si  r 


1  d 

2  dxp 


In  gpp- 


1  d 

2  3x« 


In  gPP. 


=  s. 


8.49.  Determine  los  sfmbolos  de  Christoffel  del  segundo  tipo  en  coordenadas:  a)  rectangulares,  b)  cilmdricas  y  c) 
esfericas. 


Solucion 

Pueden  usarse  los  resultados  del  problema  8.48,  ya  que  para  coordenadas  ortogonales  gpq  =  0  si p  #  q. 

a)  En  coordenadas  rectangulares,  gpp  =  1  de  rnodo  que 

b)  En  coordenadas  cilmdricas,  x1  =  p,  x2  =  (f>,  x3  =  z,  segun  el  problema  8.30fl)  se  tiene  gn  =  1,  g22  =  p2, 
g33  =  1 .  Los  linicos  sfmbolos  de  Christoffel  del  segundo  tipo  distintos  de  cero  pueden  ocurrir  donde  p  =  2. 
Estos  son  los  siguientes: 


1 

22 

2 

21 


1  dg22 
2gn  dxl 
2 
12 


1  3 

2  dp 


(p)  =  -p. 


_i_dg22  =  J_  3  2)  =  I 

2g22  Sx1  2p2  3p  P  p 


c)  En  coordenadas  esfericas,  x1  =  r,  x2  =  6,  x3  =  (f> ,  segun  el  problema  8.30 b)  se  tiene  que  gn  =  1,  g2 2  =  r2, 
g 33  =  r2  sen2  6.  Los  unicos  sfmbolos  de  Christoffel  del  segundo  tipo  que  son  diferentes  de  cero  ocurren  donde 
p  =  2  o  3.  Estos  son: 


1  ] 

1 

3g22 

1  3 

22  J 

2gn  Sx1 

~2  dr 

2  ] 

(21 

1-  1 

3g  22  _ 

21  j 

[  12  J 

[  2g22  3x' 

1  1 

1 

3g  33 

1  3 

33  J 

2gn  dx1 

~2  dr 

2  | 

1 

3g 33  _ 

1 

33  J 

2g22  3x2 

2  r2  ( 

3  1 

[ 3 1 

l=J_ 

3g 33  _ 

31  j 

l  13  J 

|  2g33  3x' 

3  1 

[  3  1 

[-  1 

3g 33  _ 

32  J 

[23] 

i  2g33  3x2 

3  2  2  1 

—  (r2  sen"  ff)  =  - 
dr  r 


-( r 2  sen2  ff)  =  cot  6 
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Geodesicas 


8.50.  Demuestre  que  una  condicion  necesaria  para  que  /  =  J^2  F(t,  x,  x)  dt  sea  un  extremo  (maximo  o  rm'nimo)  es 

dF  d  fdF\  n 
que =a 


Solution 

Hagamos  que  x  =  X(t),  t\  <  t  <  t2  sea  la  curva  que  hace  que  I  sea  un  extremo.  Entonces,  x  =  X(t)  +  er)(t ),  donde 
e  es  independiente  de  t,  es  una  curva  vecina  que  pasa  por  t\  y  t2  de  modo  que  rj(ti)  =  r)(t2)  =  0.  El  valor  de  /  para 
la  curva  vecina  es: 


He)  = 


F(t,  X  +  er /,  X  +  erf)  dt 


dl 

Este  es  un  extremo  para  e  =  0.  Una  condicion  necesaria  para  que  sea  asf  es  que  — 
bajo  el  signo  de  la  integral,  si  suponemos  que  esto  es  valido, 


=  0.  Pero  por  diferenciacion 


dl 

de 


9 F  dF.  ,  „ 

v+  v)dt  =  0 

t/A  t/A 


que  puede  escribirse  como 

h 


dF  ,  dF 

— 17  rfr  +  —  t? 

OX  ox 


d  fdF\ 

^dATx  'dt  = 


'dF  d  fdF\ 
71^-dt(-dx}]dt  =  0 


„  ,  .  .  ,  .  J  dF  d  ( dF\  n 

Como  7]  es  arbitrario,  el  integrando - —  =0. 

dx  dt  \  dx ) 

El  resultado  se  extiende  con  facilidad  a  la  integral  Jf<2  F(t,  xl,  x1,  x2,  x2, . . . ,  xN ,  kN )  dt,  lo  que  produce: 


*L-±(¥S  =  o 

dxk  dt  ydx11  J 

que  se  llaman  ecuaciones  de  Euler  o  de  Lagrange  (vea  tambien  el  problema  8.73). 

d2xr  [  r  1  dx1’  dx’1 

8.51.  Demuestre  que  las  geodesicas  en  un  espacio  de  Riemann  estan  dadas  por  — —  +  1  1 - =  0. 

ds2  I  pq  ds  ds 


Solution 


Debe  determinarse  el  extremo  de 


F  =  r/gpqj?*9-  Se  tiene  que: 


y/gI,qXpxq  con  el  empleo  de  las  ecuaciones  de  Euler  (problema  8.50)  con 


,)F-  =  1/2  1/22^ 


dxk  2 


dJr 


ds 


/ - ; - ; - 

A1  usar  —  =  ^gpqxpx‘l,  las  ecuaciones  de  Euler  pueden  escribirse  de  este  modo: 

-  ( -  -4%^  =  0 

dt\s)  2s  dxk 

o  bien. 


gpkxF  + 

Sp  d xd  2  dxk  s 


Problemas  resueltos  ^ 


A1  escribir 

dx? 


xpxq  =  1  (aM  +  aMW 
2  \  9x?  9*P  / 


esta  ecuacion  se  convierte  en: 


g/WfcF  +  [/7^,  =  gP^S 

s 

Si  se  utiliza  la  longitud  de  arco  como  parametro,  s  =  1,  s  =  0,  y  la  ecuacion  se  transforma  en: 

d 2x?  „  , „  cl#1  dx4 


Si  se  multiplica  por  g™  obtenemos: 


rfV 

<A2 


r 

pq 


dx1’  dxq 
ds  ds 


=  0 


La  derivada  covariante 


3A 

8.52.  Suponga  que  A;,  y  Ap  son  tensores.  Demuestre  que  a)  A„q  =  — -  — 


dx? 


s 

pq 


AD  _  dAP 

yqu  eb)APq  =  —  + 


As  son  tensores. 


Solucion 

dxr 

a)  Como  A:  =  — ^  Ar, 
dxJ 


Del  problema  8.47, 


dA,  dxr  d A,,  ex'  9V 


8xk  dxq  dx1  8xk  dxqdxk 


d2xr 

\ n  1 

Iff 

1  -s 

! 

dx1  dx1 

M 

dxjdxk  - 

l/*J 

[  dx" 

9x7  dxk 

[  il 

(1) 


A1  sustituirla  en  la  ecuacion  (1), 


8Aj  _  8xr  dx ’  9A,. 
dxk  9x7  dxk  dx' 

_  dx?  dx?  dAp 
~  9^  dxk  dx? 


n 

jk 

n 

jk 


dxr  dx'  dx1 
3x"Ar  ~  9x^9? 


Ar 


-  dxp  dxq 

An - 7 t 

dxJ  dxk 


s 

pq 


As 


o  bien, 


9A„ 


94 

dx1 


_  dx?  dx?  ( dAp 

n~WWk\d^ 


s 

pq 


A, 


dxq 


pq 


A,  es  un  tensor  covariante  de  segundo  rango,  llamado  derivada  covariante  de  Ap  con  respecto 


de  x?,  y  se  escribe  Apq. 
—i  dx' 

b)  Como  AJ  =  —A\ 
dxr 


dA1  _  dxj  8Ar  dx1  9 2xj  dx' 


dxk  dxr  dx'  dxk  dxrdxr  8xk 

Del  problema  8.47,  al  intercambiar  las  coordenadas  x  y  x, 


Ar 


(2) 


d2W 

[  n  1 

9x7 

dx1  dxj 

i  ‘ 

dxrdx‘ 

M 

dx" 

dxr  dx' 

l  H 
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A1  sustituir  en  la  ecuacion  (2), 


o  bien, 


dAJ  _  8xj  dx’  9 Ar 
9?  “  dxk  dx'  + 

_  dxj  dx '  9 Ar 
dxr  dxk  9x'  ~*~ 

_  dxj  dx?  9 AP 
dxP  dxk  dx ? 


dx 7  dx ‘  r  dx1  dx1  dx‘ 
dxnSxkA  ~dxrdx,Sxk 


Ar 


dx^  dx'  dx', 

dx"  dxk  dxr  k 


Ar 


dAJ 

9? 


p } 

dxq  dx?  , s 
- rA  - 

j 

.  sq  J 

dxP  dxk 

ik 

dx  J  dx?  (d  AP 

P 

dxp  dxk  \  dx?  + 

qs 

A! 


dA>’ 

y9^  + 


jAs  es  un  tensor  mixto  de  segundo  rango,  llamado  derivada  covariante  de  Ap  con  respecto  de  xq, 
y  que  se  escribe  como  Apq. 

8.53.  Escriba  la  derivada  covariante  con  respecto  de  xq  de  cada  uno  de  los  tensores  siguientes: 
a)  Ajk,  b)  A*,  c )  AJk,  d)  AJk„  e)  A&. 

Sol u  cion 

dA*  \  /  1  \  k 


a)  Ajk’q  ~  dxq  I  jq  }Aj*  I  kq  fA,v 


C)  Ak«  ~  3xq  l  kq 
dAjkl 


A{  + 


qs 


« ^=^+i  ir+i,;1-4'1 

-  I  kq  I'1"-'  "  I  lq  R"  +  j  ;  K 


A'*'  -  I  s  \ Ajk{  +  \  ]  Uf  +  I  \Mi  +  \  1  \At 


e\  Ajkl  =  — 

gx<?  |  mq  ]  "•  |  nq  ]  ™  |  ry.v  ]  |  qs  ]  |  c/.v 

8.54.  Demuestre  que  las  derivadas  covariantes  de  las  expresiones  siguientes  son  igual  a  cero:  a)  gjk,  b )  gjk  y  c )  S{. 


Solucion 

U)  8jk«=-&fl-\  jq\8sk~ 


,  .  Sjs  =  -  \jq ,  k]  -  [kq,  j]  =  0  segun  el  problema  8.45a). 

kq  I  9x« 


dgjk 


«>  «>3- 


\  j  } 

gsk  +  ■ 

k 

|  qs  J 

qs 

j; 

1#  + 

!J! 

[  kQ . 

( 5 

.  ds  i 

gJS  =  0  segun  el  problema  8.45A). 


Sf.  =  0- 


kq 


+ 


=  0. 


8.55.  Encuentre  la  derivada  covariante  de  A^B1"'  con  respecto  de  xq . 

Solucion 


_  W) 


KCh  = 


•q  dxQ 

dx? 


s 

kq 


KB'?  - 


S 

nq 


AjkBir  + 


AtB1"'  + 


A{  + 


AlK+Ai 


d&l 

dx? 


s 

nq 


B‘m  + 


l 

qs 

l 

qs 


A{BT  + 


Bsm  + 


m 

qs 

m 

qs 


4  b\: 


B‘ 


=  4  qBlnm+A{B'nmq 


Problemas  resueltos  ^ 


Esto  ilustra  el  hecho  de  que  las  derivadas  covariantes  de  un  producto  de  tensores  obedecen  las  reglas  de  las  deriva- 
das  ordinarias  del  calculo  elemental  para  un  producto. 

8.56.  Demuestre  que  (gjkAk™)  =  gjkAknmq. 

Sol u  cion 

(gjkAk:'),=  gjk,qAk™  +  gjkK ”  =  gjkA'Z 

como  gjkq  =  0,  de  acuerdo  con  el  problema  8.54a).  En  la  diferenciacion  covariante,  gjk,  g>k  y  SJk  pueden  ser  tratados 
como  constantes. 


El  gradiente,  la  divergencia  y  el  rotacional  en  forma  tensorial 

1  9 

8.57.  Demuestre  que  di vAp  =  ———j(«/gAk). 

V  8  d-t' 

Sol u  cion 


La  divergencia  de  Ap  es  la  contraccion  de  la  derivada  covariante  de  Ap,  es  decir,  la  contraccion  de  Apq  o  App.  Enton- 
ces,  con  el  empleo  del  resultado  del  problema  8.45c), 


t)Ak 

di\Ap  =App  =  —  + 


P 

pk 


Ak 


a Ak  /a,  k  dAk 

“a?+l a?lnVT  “a?  + 


1  d  /  9(J) 

8.58.  Demuestre  que  V2<f>  = 


dx' 


Sol  u  cion 

El  gradiente  de  <I>  es  grad  =  V<t>  =  3A>/dxr,  tensor  covariante  de  rango  uno  (consulte  el  problema  8.6 b)  definido 
como  la  derivada  covariante  de  <t>,  y  que  se  escribe  asi:  El  tensor  covariante  de  rango  uno  asociado  con  <I>  r  es 

Ak  =  gkra$>/dxr .  Entonces,  por  el  resultado  del  problema  8.57, 


9 A„  dA„ 

8.59.  Demuestre  que  A„  c.  —  Aa ,,  =  — - - -. 

h  pa  q,p  dxq  dxP 


Solucion 


A  - A 
M  q'p  ~  \  dxA 


s 

pq 


As  - 


dAq 

dxp 


s 

QP 


A  1  =  ^P  _  ^Aq 
'  dxq  dxp 


Este  tensor  de  rango  dos  se  define  como  el  rotacional  de  Ap. 


8.60.  Exprese  la  divergencia  de  un  vector  AP  en  terminos  de  sus  componentes  fisicas  para  coordenadas:  a)  cilmdri- 
cas  y  b)  esfericas. 


Solucion 

a)  Para  coordenadas  cilfndricas  .r1  =  p,  x2  =  cf>,  x3  =  z. 


g  = 


1  0  0 

0  p2  0  =  p2  y  ^fg  =  p  (vea  el  problema  8.30a) 
0  0  1 
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Las  componentes  ffsicas,  denotadas  por  Ap,  A^,  Az,  estan  dadas  por 

Ap  =  *>/guAl  =  A1,  A^  =  ^JgziA2  =  pA-  y  A,  =  ^/g^A3  =  A3 

Entonces, 

dlV  A'7  =  ^  =  p  [lp(pAp)  +  i(A^  +  lz(pA)_ 

b)  Para  coordenadas  esfericas,  x 1  =  r,  x2  =  0  y  x3  =  0 , 

1  0  0 

g  =  0  r2  0  =  r4  sen2  0  y  -Jg  =  r2  sen  0(consulte  el  problema  8.30A) 

0  0  r2  sen2  0 


Las  componentes  ffsicas,  denotadas  por  A,.,  Afl,  A estan  dadas  por 

A,-  =  v/gITA1  =  A1,  Ae  =  sfg^A2  =  rA2  y  A4>  =  Vg^A3  =  r  sen  6 A3 

Entonces, 


div  Ap  =—  -^-  (\fgAk) 
g  dx * 


- - -  —  (r2  sen  9Ar)  +  —  (r  sen  9Ae)  +  —  (r  A0) 

i-  sen  6  |_9r  dO  90 


=  --(r~Ar)  + 


r  sen  Odd 


9  1  SAtf, 

—  (senPAe)  + - 

86  rsen#  d(p 


8.61.  Exprese  el  laplaciano  de  d>.  V2cp,  en  coordenadas:  a)  cilfndricas  y  b)  esfericas. 


Solucion 

a)  En  coordenadas  cilfndricas,  g11  =  1,  g22  =  1/p2,  g33  =  1  (vea  el  problema  8.35a).  Entonces,  de  acuerdo  con  el 
resultado  del  problema  8.58, 


_  1  T  9  /  94>\  9/1  9d>\  9  /  9<Ly 

p  dp  v  dp)  +  90  \p  90/  +  dz  v  3z  ) 

_  1  9  /  9d>\  1  92<E  924> 

pdpy  dp)  +  p2  902  +  dz2 

b)  En  coordenadas  esfericas  g11  =1,  g22  =  1  /r2,  g33  =  1  /r2  sen2  6  (consulte  el  problema  8.35 b).  Por  tanto. 


1  9  /  2  9d>\  1  9  /  9<P\  1  92c£> 

r2  dr  V  dr  )  r2  sen  9  dO  \Sen  d6  )  r2  sen2  6  902 


Problemas  resueltos 


Derivadas  intrinsecas 

8.62.  Calcule  las  derivadas  intrinsecas  de  cada  uno  de  los  tensores  siguientes,  si  se  suponen  funciones  diferencia- 
bles  de  t:  a)  un  invariante  <I>,  b)  A\  c)  AJk  y  cl)  Afmn. 


Solution 

Sd5  dxfl  d&dx9  d<t>  .... 

a)  —  =  <P  „  —  = - =  — ,  la  denvada  ordinaria. 

St  'q  dt  dxi  dt  dt 


SA'  dx9 
b)  ~ ¥~a «~dt 


(8 A 

j] 

As 

dxq 

dAdx9 

j 

- h 

— - L 

\dx« 

qs 

> 

dt 

8xq  dt 

qs 

As 


..dx9 

dt 


dA> 

—  , — h 
dt 


SA{ 


d) 


St 


SAi 


dx9 

' k-q~di 


c)  -A  =  A1,,  „  —r~  =  I  -dA  — 


a a{ 


k 

8 x? 


s 

kq 


s  dx9 
dt 

A{  + 


A') 


dx9 

dt 


dK 

dt 


'  5  1 

.  i  dx9 

AJ  —  + 

kq  J 

dt 

..dx9 
Ak  dt 


St 


—  A  jk  _ 

lnm.q 


dx9 


( dAtL 

M 

A  A  — 

s 

l  3 x9 

lq 

smn 

mq 

A 


s 

nq 


i  jk 
*lms 


,sk  i 
™lmn  ' 


jk 

sn 

k 

qs 


AJS 

*Hmn 


dx9 

dt 


r1Ajk 

M 

Ait  dx 9  _ 

f '  1 

U 

1  ^ 
i 

\  s 

dt 

ik  J 

sm"  dt 

l  m  \ 

[  lsn  dt 

[  nq 

a: 


dxq 
’  dt 


j  1 
1 

Ask  dx9  , 
Ann  +  ' 

m 

i 

[qs\ 

dt 

At 


dx9 

dt 


8.63.  Pruebe  que  las  derivadas  intrinsecas  de  gjk,  gjk  y  SJk  son  iguales  a  cero. 

Solution 

8Si  ;  dxq 


Sgjk  _  ,  ,  dxq  _ 

8t  8jk'q)  clt  ’  St 


8g*=  jkdx^  = 


s:q 


=  0,  — A  =  <%  .  ’  ’  =  0,  segun  el  resultado  del  problema  8.54. 
dt  St  k’q  clt  a  F 


Tensores  relativos 

8.64.  Sean  APq  y  Brts  tensores  relativos  de  pesos  w i  y  vv'2,  respectivamente.  Demuestre  que  sus  productos  interno  y 
externo  son  tensores  relativos  de  peso  Wi  +  vt'2. 


Solution 

Por  hipotesis, 

El  producto  externo  es 


un  tensor  relativo  de  peso  vv i  +  vv’2.  Cualquier  producto  interno,  que  es  una  contraction  del  producto  externo,  tam- 
bien  es  un  tensor  relativo  de  peso  w i  +  Wi_. 


a[  =  JW1  ——Ap  B,m  =  r 1  ^ dx"' dx> 


B? 


jj-jdm  _  W1+W2  dxj  8xq  dx1  dxJn  8x' 
k  n  '  dx P  8xk  dxr  dx '  3x"  9  1 
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8.65.  Demuestre  que  ^/g  es  un  tensor  relativo  de  peso  uno,  es  decir:  un  tensor  densidad. 

Sol  u  cion 

dtd’  dxq 

Los  elementos  del  determinante  g  dados  por  gpq  se  transforman  de  acuerdo  con  gjk  =  -^rj-^gpq- 

A1  obtener  determinantes  en  arnbos  lados,  g  = 
relativo  de  peso  uno. 

8.66.  Demuestre  que  dV  =  ^fg  dx 1  dx2  ■  ■  ■  dxN  es 


dx P 

dxq 

dx> 

dxk 

g  =  J2g  o  «Jg  =  J^/g,  lo  que  prueba  que  ^J~g  es  un  tensor 


un  invariante. 


So  I  u  cion 


Segun  el  problema  8.65, 

dV  =  s/^  dxldx2  ■  ■  ■  dx =  ^fgj  dxldx2  ■  ■  ■  dx12 
dx 

De  esto  se  concluye  que  si  <J>  es  un  invariante,  entonces. 


dx1dx2  ■  ■  ■  dx1*  =  ,/g  dx' dx2  ■  ■  ■  dx2*  =  dV 


<t>dV  = 


dV 


para  cualesquiera  sistemas  de  coordenadas  en  los  que  la  integracion  se  efectue  sobre  un  volumen  en  un  espacio  N 
dimensional.  Es  posible  plantear  un  enunciado  similar  para  las  integrales  de  superficie. 


Aplicaciones  diversas 

8.67.  Exprese  en  forma  tensorial  lo  siguiente:  a)  la  velocidad  y  b)  la  aceleracion  de  una  partr'cula. 


Solucion 


dx2 


a)  Si  la  particula  se  rnueve  a  lo  largo  de  una  curva  xk  =  xk(t)  donde  t  es  el  parametro  tiempo,  entonces  vk  =  ——  es 
su  velocidad  y  es  un  tensor  contravariante  de  rango  uno  (consulte  el  problema  8.9). 

dvk  d2xk 

b)  La  cantidad  ,  =  en  general  no  es  un  tensor,  por  lo  que  no  puede  representar  la  cantidad  de  aceleracion 

ffsica  en  todos  los  sistemas  de  coordenadas.  Se  define  la  aceleracion  ak  corno  la  derivada  intrmseca  de  la  velo- 
Svk 

cidad,  que  es  ak  =  — —  que  es  un  tensor  contravariante  de  rango  uno. 
ot 

8.68.  Escriba  la  ley  de  Newton  en  forma  tensorial. 


Solucion 


8.69. 


Suponga  que  la  rnasa  M  de  la  particula  es  un  invariante  que  no  depende  del  tiempo  t.  Entonces,  Mak  =  Fk,  tensor 
contravariante  de  rango  uno,  se  llama  fuerza  de  la  particula.  Asi,  la  ley  de  Newton  puede  escribirse  como: 


Pruebe  que  ak  = 


8vk 

~St~ 


K  U  (JU 

Fk  =  Mak  =  M - 

St 

d2xk  |  k  |  dxp  dxq 
dt2  |  pqj  dt  dt' 


Solucion 


Como  vk  es  un  tensor  contravariante,  segun  el  problema  8.62 b)  se  tiene  que: 


Svk  dvk 

t  dxf!  d2xk 

Vs —  =  — • 

m 

„  dxq  d2xk 
tf  —  =  — +  • 

\k 

St  dt 

[  qs  J 

dt  dt 2 

l  qp  \ 

dt  dt 2 

\  pq 

dxp  dxd 
dt  dt 


Problemas  resueltos 


8.70.  Encuentre  las  componentes  ffsicas  de:  a)  la  velocidad  y  b)  la  aceleracion  de  una  partfcula  en  coordenadas 
cilfndricas. 

Sol u  cion 

a)  Del  problema  8.67 a),  las  componentes  contravariantes  de  la  velocidad  son: 


dx1  dp  dx 2  dcf> 
dt  dt  ’  dt  dt 

Entonces,  las  componentes  ffsicas  de  la  velocidad  son: 


cbc  dz 

dt  dt  ’  dt  dt  dt  dt 


_ dx 1  dp  _ dx2  dcf) 


_ dx 3  dz 


con  el  uso  de  gu  =  1,  g22  =  p2,  g 33  =  E 


b)  De  los  problemas  8.69  y  8.49Z?),  las  componentes  contravariantes  de  la  aceleracion  son 

2 

«'  =  . 


d2x1 

\  1  1 

dx2  dx2  t 

i2p 

(  d<f>\ 

dt2  ~*~ 

l  22  J 

dt  dt 

dt 2 

P\dt ) 

d2x2 
- h 

f2l 

dx1  dx2 

f2l 

dx2  dx 1 

dt2 

1  12  I 

dt  dt 

1  21  I 

dt  dt 

3  d2x 3  d2z 

dt2  dt2 

Entonces,  las  componentes  ffsicas  de  la  aceleracion  son: 

sfguct 1  =  p  -  pif,  ^fgxza2  =  p4>+  2p<t>  y  ^fgxia2  =  z 

donde  los  puntos  denotan  diferenciaciones  con  respecto  del  tiempo. 

8.71.  Suponga  que  la  energfa  cinetica  T  de  una  partfcula  de  masa,  M,  constante  que  se  mueve  con  velocidad  de 
magnitud  v,  esta  dada  por  T  =  2  Mv2  =  j  Mgpqxpxq .  Pruebe  que 

d  ( 9T\  dT 
Jt\d^)  ~dx^~Mak 
donde  cik  denota  las  componentes  covariantes  de  la  aceleracion. 

Sol u  cion 

Como  T  =  |  Mgpqjfx11,  se  tiene: 


Por  tanto. 


d  /dT 
dt  tax' 


^  -  —  =  m( gkqX*1  + 

xk)  dxk  \  9  dxJ  2  dx 


=  M(^„x9  +  -(^  +  ^-%)Fi9 
\  9  2  \  dxp  dx?  dxk  ' 

=  M(gkqxq  +  [pq,  k]Fxq) 


=  Mgkrlxr  + 


xf’xd  I  =  Mgkrar  =  Mak 


pq 

con  el  empleo  del  problema  8.69.  Este  resultado  puede  usarse  para  expresar  la  aceleracion  en  diferentes  sistemas 
de  coordenadas. 
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8.72.  Utilice  el  problema  8.71  para  encontrar  las  componentes  ffsicas  de  la  aceleracion  de  una  partfcula  en  coorde- 
nadas  cilfndricas. 


Solution 

Como  ds 2  =  dp1  +  p2  dtp2  +  dz2,  v2  =  ( ds/dt)2=  p2  +  p2(j>2  +  z2  y  T  =  \Mv2  =  \M(jp~  +  p2(f>2  +  z2)  del  proble¬ 
ma  8.71,  con  x1  =  p,  x2  =  cf>  y  x3  =  z,  encontramos  que: 


«i  =  'P~  P<t>2,  a2  =  :T{p2<p),  a3=z 
dr 


„2  i- 


Entonces,  las  componentes  ffsicas  estan  dadas  por 

ci\  a2  a2 


«fgu  y/gZ2  ~Jgl I 


p-  p4>2,  -^~  {p2(p),  z 
pdt 


8.73. 


ya  que  gn  =  1,  g22  =  p2  y  g33  =  1.  Compare  este  resultado  con  el  del  problema  8.70. 

dV 

Suponga  que  la  fuerzacovariante  que  actuasobre  una  partfcula  estadada  por  Fk  =  —  y-^,donde  V(xl, . . . ,  xN) 


d  fdL\  dL 

es  la  energfa  potencial.  Demuestre  que  —  (  =  0,  donde  L  =  T-V. 

Solution 

De  L  =  T  —  V,  ya  que  V  es  independiente  de  xk.  Entonces,  del  problema  8.71, 


dt  \dxl 


dxk 


d  fdT\  dT  dV  d  [8L 

dt  V9x*7  dxk  Mak  k  dxk  ^  dt  \ dxk 


-§  =  « 


8.74. 


La  funcion  L  se  llama  lagrangiano.  Las  ecuaciones  que  involucran  a  L,  llamadas  ecuaciones  lagrangianas ,  son  im- 
portantes  en  la  mecanica.  Segun  el  problema  8.50,  se  concluye  que  los  resultados  de  este  problema  son  equivalentes  al 
enunciado  de  que  una  partfcula  se  rnueve  en  forma  tal  que  J/2  L  dt  es  un  extremo.  Esto  se  llama principio  de  Hamilton. 

Exprese  el  teorema  de  divergencia  en  forma  tensorial. 

Solution 

Sea  que  Ak  defina  un  campo  tensorial  de  rango  uno,  y  Vk  denote  el  unitario  normal  a  cualquier  punto,  dirigido  hacia 
fuera  de  una  superficie  cerrada  S  que  limita  un  volumen  V.  Entonces,  el  teorema  de  divergencia  establece  que 


A  k  dV  = 


Akvk  dS 


8.75. 


v  s 

Para  un  espacio  N  dimensional,  la  integral  triple  es  reemplazada  por  una  integral  de  orden  N,  y  la  integral  doble  por 
una  de  orden  IV-  1.  El  invariante  Akk  es  la  divergencia  de  Ak  (consulte  el  problema  8.57).  El  invariante  Akvk  es  el 
producto  escalar  de  Ak  y  vk,  analogo  a  A  •  n  en  la  notacion  vectorial  del  capftulo  2. 

Hemos  expresado  el  teorema  en  forma  tensorial;  entonces,  se  cumple  para  todos  los  sistemas  de  coordenadas, 
ya  que  lo  hace  para  sistemas  rectangulares  (vea  el  capftulo  6).  Tambien  revise  el  problema  8.66. 

Exprese  en  forma  tensorial  las  ecuaciones  de  Maxwell:  a)  div  B  =  0,  b)  div  D  =  4 np, 

c)  VxE=— y  <i)  VxH  =  — 
c  dt  c 

Solution 

Defina  los  tensores  Bk,  Dk.  Ek.  Hk,  Ik  y  suponga  que  p  y  c  son  invariantes.  Entonces,  las  ecuaciones  pueden  escri- 
birse  como  sigue: 

a)  Bkk  =  0  y  b)  Dkk  =  4vp 

,  ,  195'  ,.  tkn  I  95' 

c)  -  = - —  o  bten  e'k‘‘EKq  “ 

c  dt  c  dt 


Problemas  complementarios 


4ttI 1  4  nP 

d)  ~  e  qHk,q  = -  o  bien  £  qHk,q  = - 

c  c 

Estas  ecuaciones  forman  la  base  de  la  teoria  electromagnetica. 

8.76.  a)  Demuestre  que  Ap  qr  —  Aprq  =  RpqrA„ ,  donde  Ap  es  un  tensor  covariante  arbitrario  de  rango  uno. 
b)  Demuestre  que  Rpqr  es  un  tensor,  c)  Pruebe  que  Rpqrs  =  gnsRpqr  es  un  tensor. 


So  I  uc  ion 

a)  Apqr  —  ( Apq)r  — 


Ai.9~ 


dxr  \  dxV 


A|  j  h._ 

8xr8x4  dxr  pq  J 


pq  J  dx‘ 


j  m+ 

pr  8x4 


pr\  [ jq 


qr  J  9 x> 


./'ll  l 

V  Pj 


A1  intercambiar  q  y  r  y  restar,  encontramos  que: 


A  p.qr  A  p  j-q  — 


jk  8 

I  •  \Ak~dd 
pr\[jq\  8xr 


j  If  k 

'ir  jq 

k  ||  j 

or  kq 


j  ||  k 
>q  j>~ 

k  ||  j 

iq  kr 


=  Rip,A 


RJ  = 

pqr 


8xr  pq 


8x4  pr 


Se  llega  al  resultado  al  sustituir  j  por  n. 

b)  Como  Aptqr  —  Apjq  es  un  tensor,  RnpqrAn  es  un  tensor;  y  corno  An  es  un  tensor  arbitrario,  segun  la  ley  del  cocien- 
te  R'pqr  es  un  tensor.  Este  tensor  se  denomina  tensor  de  Riemarm-Christoffel ,  y  en  ocasiones  se  escribe  como 

Rnpqr’  Rpqr °  simplemente  Rnpqr. 

c)  Rpqrs  =  gnsR'pqy es  un  tensor  asociado  de  Rnpqr  por  lo  que  es  un  tensor.  Se  llama  tensor  covariante  de  curvatura 
y  tiene  importancia  capital  en  la  teoria  general  de  la  relatividad  de  Einstein. 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


8.77.  Escriba  cada  una  de  las  expresiones  siguientes  con  el  uso  de  la  convencion  de  la  suma. 


a)  aixlx 3  +  a2x2x3  4 - b  d)  g21gn  +  g21g2 1  +  g23g3 i  +  g24g4 1 

b)  A2,B,+A22B2+A23B3  +  ---+A2NBn  e)  S|21  +  B\f  +  B2f  +  Bf2 

c)  A\Bl  +  Aj2B 2  +  A{B3  +  •  ■  •  +  AjNBN 


8.78.  Escriba  los  terminos  de  cada  una  de  las  sumas  indicadas  a  continuacion. 


O  ftyj  C\yJ( 

*»  »)  A*aiCl,N  =  2  c)^ 


8.79.  (\Qtie  lugar  geometrico  representa  akxkxk  =  1 ,  donde  xk,  k  =  1 , 2,  . . . ,  N  son  coordenadas  rectangulares,  ak  son 
constantes  positivas,  y  N  =  2,  3  o  4? 


CAPITULO  8  AnAlisis  tensorial 


8.80. 

8.81. 

8.82. 


8.83. 

8.84. 

8.85. 

8.86. 

8.87. 

8.88. 

8.89. 

8.90. 

8.91. 

8.92. 

8.93. 

8.94. 

8.95. 

8.96. 


Sea  N  =  2.  Escriba  el  sistema  de  ecuaciones  representado  por  a^xd  =  bp. 

Escriba  la  ley  de  transformation  para  los  tensores  a)  A'k,  b)  B'/k,  c)  Cmn,  d)  A,„. 


Suponga  que  las  cantidades  B(j,  k,  m)  y  C(j ,  k,  m,  n )  se  transforman  de  un  sistema  de  coordenadas  x‘  a  otro 
x1  de  acuerdo  con  las  reglas  siguientes 


a)  B(p,  q ,  r) 


dxq  dxk  dxr  —  dxp  dx q  dxm  Qx1  . 

—  — B(  j,  k,  m)  b)  C(p,  q,  r, .?)  =  — r — r - C(  /,  k,  m,  n).  Determine  si  son  tensores. 

dxp  9x«  dx'"  J  ’  1  H  8xJ  dxk  dxr  dx"  J 


Si  lo  son,  escribalos  con  una  notation  apropiada  y  diga  el  rango  y  los  ordenes  covariante  y  contravariante. 


■  Cuantas  componentes  tiene  un  tensor  de  rango  5  en  un  espacio  de  4  dimensiones? 

Demuestre  que  si  las  componentes  de  un  tensor  son  cero  en  un  sistema  de  coordenadas,  entonces  son  iguales 
a  cero  en  todos  los  sistemas  coordenados. 


Demuestre  que  si  las  componentes  de  dos  tensores  son  iguales  en  un  sistema  de  coordenadas,  son  iguales  en 
todos  los  sistemas. 

Haga  la  demostracion  de  que  la  velocidad,  dxk/dt  =  vk,  de  un  fluido  es  un  tensor,  pero  que  dvk/dt  no  lo  es. 

Encuentre  las  componentes  covariantes  y  contravariantes  de  un  tensor  en  coordenadas:  a )  cilmdricas  p,  cf>,  z, 
b)  esfericas,  r,  0,  0,  si  sus  componentes  covariantes  en  coordenadas  rectangulares  son  2x  -  z,  x2y,  yz. 

Las  componentes  contravariantes  de  un  tensor  en  coordenadas  rectangulares  son  yz,  3,  2x  +  y.  Encuentre  sus 
componentes  covariantes  en  coordenadas  parabolicas  cilmdricas. 

Evalue  a)  8pBrp\  b)8p8’sAqs,  c)  8p8q8rs  y  d) 

Suponga  que  Apq  es  un  tensor.  Demuestre  que  Apr  es  un  tensor  contravariante  de  rango  uno. 

1  /'  —  fc 

Demuestre  que  8jk  =  .  .  no  es  un  tensor  covariante,  como  pareciera  indicarlo  la  notation. 

U  J  r  k 

o  x  9x«  ,  ^  ,  dx1’  - 

Sea  A„  =  — Aa.  Demuestre  que  Aa  =  — A„. 
p  9F  q  4  q  dx ®  1 

Sea  A/;  -  ^^4?  Demuestre  aue  Aq  - 
6  a  “  9x?  dx"  '’  Ucmuestrc  tluc  -  a?  dxsAr- 

Suponga  que  (b  es  un  invariante.  Determine  si  d2,\> /dd'dxq  es  un  tensor. 

Sean  Ap  y  B,  tensores,  pruebe  que  ApqBr  y  ApBq  son  tensores  y  determine  el  rango  de  cada  uno. 

Suponga  que  Apq  es  un  tensor.  Demuestre  que  Apq  +  Aqp  es  un  tensor  simetrico,  y  que  Apq  —  Aqp  es  un  tensor 
simetrico  oblicuo. 


8.97.  Suponga  que  Apq  y  Brs  son  tensores  simetricos  oblicuos.  Demuestre  que  Cpq  =  ApqBrs  es  simetrico. 

8.98.  Suponga  un  tensor  simetrico  (simetrico  oblicuo).  i  Las  contracciones  repetidas  del  tensor  tambien  son  sime- 
tricas  (simetricas  oblicuas)? 

8.99.  Pruebe  que  Apqxpxq  =  0  si  Apq  es  un  tensor  simetrico  oblicuo. 

8.100.  ■  Cual  es  el  numero  mas  grande  de  componentes  diferentes  que  un  tensor  simetrico  contravariante  de  rango 
dos  puede  tener  cuando:  a)  N  =  4  y  b)  N  =  6?  ^Cual  es  el  numero  para  cualquier  valor  de  A'? 

8.101.  ^Cuantas  componentes  distintas  de  cero,  ademas  de  una  diferencia  en  el  signo,  tiene  un  tensor  simetrico 
oblicuo,  covariante  y  de  tercer  rango? 

8.102.  Suponga  que  Apq  es  un  tensor.  Demuestre  que  una  contraction  doble  genera  un  invariante. 

8.103.  Demuestre  que  una  condition  necesaria  y  suficiente  para  que  un  tensor  de  rango  R  sea  un  invariante  por  con¬ 
traction  repetida  es  que  R  sea  par  y  que  el  numero  de  indices  covariantes  y  contravariantes  sea  igual  a  R/2. 

8.104.  Dados  los  tensores  Apq  y  B1'.  demuestre  que  el  producto  externo  es  un  tensor  de  rango  cuatro,  y  que  pueden 
formarse  dos  productos  internos  de  rango  dos  y  cero,  respectivamente. 


Problemas  complementarios 


8.105. 


8.106. 


8.107. 


8.108. 


8.109. 


8.110. 


8.111. 

8.112. 


8.113. 


8.114. 

8.115. 


8.116. 


8.117. 


8.118. 

8.119. 

8.120. 

8.121. 


Sea  A(p,  q)Bq  =  O'.  donde  Bq  es  un  tensor  covariante  arbitrario  de  rango  uno,  y  Cp  es  un  tensor  contravariante 
de  rango  uno.  Demuestre  que  A(p,  q)  debe  ser  un  tensor  contravariante  de  rango  dos. 

Sean  Ap  y  Bq  tensores  arbitrarios.  Demuestre  que  si  ApBqC(p,  q)  es  un  invariante,  entonces  C< p.  q)  es  un 
tensor  que  puede  escribirse  como  Cjj. 

Encuentre  la  surna  S  =  A  +  B,  la  diferencia  D  =  A-  B,  y  los  productos  P  =  AB  y  Q  =  BA,  donde  Ay  B  son 
las  matrices  siguientes: 


2 

0 

1" 

1 

-1 

2“ 

'3  -1" 
2  4 

,  B  = 

'4  3" 

-2  -1 

b)  A  = 

-1 

-2 

2 

,  B  = 

3 

2 

-4 

-1 

3 

-1 

-1 

-2 

2 

Encuentre  (3.4  -  2B)(2A  -  B),  donde  Ay  B  son  las  matrices  del  problema  anterior. 


a)  Verifique  que  det(AB)  =  {det  A}{det  B}  para  las  matrices  del  problema  8.107. 


b )  ^Se  cumple  que  det(A5)  =  det(BA)? 


Sean  A  = 


3 

4 


-1 

2 


-3  2 

1  3 

2  1 


Demuestre  que:  a)  AB  esta  defmido  y  calculelo,  b)  BA  y  A  +  B  no  estan  definidos. 


Encuentre  x,  y  y  z  de  modo  que 

2 

1 

-1 

2 

3' 

-4 

X 

y 

r 

-3 

-1 

3 

-2 

z 

6 

La  inversa  de  una  matriz  cuadrada  A,  que  se  escribe  A  —  1,  esta  definida  por  la  ecuacion  AA  — 1  =  I,  donde  I  es 
la  matriz  identidad  que  tiene  unos  en  su  diagonal  principal  y  ceros  en  todos  los  demas  elementos. 


Obtenga  A  —  ',  si  a)  A  = 


2  1  -2 
1  -2  3 

4-3  4 


O  O  " 

'i  -i  r 

J  — Z 

-5  4 

,  b)  A  = 

2  1  -1 

r-.  “I 

1  -1  2 

.  ;.Es  A  'A  =  /  en  estos  casos? 


no  trene  inversa. 


Pruebe  que  A  = 

Pruebe  que  (A By  1  =  B  'A  '.donde  A  y  B  son  matrices  cuadradas  no  singulares. 


Exprese  con  notation  matricial  las  ecuaciones  de  transformation  para:  a)  un  vector  contravariante,  b)  un 
tensor  covariante  de  rango  dos  y  c)  un  tensor  mixto  de  rango  dos. 


Dada  A  = 


2  -2 
-3  1 


,  determine  los  valores  de  la  constante  A  de  modo  que  AX  =  AX,  para  cierta  matriz  X 


diferente  de  cero  (y  que  depende  de  A).  Estos  valores  de  A  se  llaman  valores  caracteristicos  o  eigenvalores 
(o  valores  propios)  de  la  matriz  A. 


La  ecuacion  F(  A)  =  0  del  problema  anterior,  para  determinar  los  valores  caracteristicos  de  la  matriz  A  se 
llama  ecuacion  caracteristica  de  A.  Demuestre  que  F(A)  =  O,  donde  F(A)  es  la  matriz  que  obtenemos  al 
sustituir  A  por  A  en  la  ecuacion  caracteristica,  y  donde  el  termino  constante  c  es  reemplazado  por  la  matriz 
cl,  y  O  es  una  matriz  cuyos  elementos  son  cero  (y  se  llama  matriz  nula).  El  resultado  es  un  caso  especial  del 
teorema  de  Hamilton  y  Cayley,  que  dice  que  una  matriz  satisface  su  propia  ecuacion  caracteristica. 

Demuestre  que  ( AB)T  =  BTAT. 

Determine  el  tensor  metrico  y  el  tensor  metrico  conjugado  en  coordenadas:  a)  cilmdricas  parabolicas  y  h) 
cilmdricas  elipticas. 

Considere  la  transformation  xr  =  arpxp  +  //,  donde  arp  y  b'  son  constantes  tales  que  aparq  =  &’q.  Pruebe  que  no 
hay  diferencia  entre  las  componentes  covariantes  y  contravariantes  de  un  tensor.  En  el  caso  especial  en  el  que 
las  transformaciones  son  de  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  a  otro,  los  tensores  se  llaman  tensores 
cartesianos. 

Determine  g  y  g?k  que  corresponden  a  ds2  =  3(dx'  )2  +  2 (dx2)2  +  4 (dx3)2  —  6(dxl dx3). 


CAPITULO  8  AnAlisis  tensorial 


8.122.  Sea  Ak  =  g’kAj.  Demuestre  que  Aj  =  gjkAk  y  a  la  inversa. 

8.123.  Exprese  la  relacion  entre  los  tensores  asociados 
a)  Apq  y  A/,  b)  Apqr  y  Ajql  y  c)  Afqy  Akp 

8.124.  Demuestre  que  a)  A'pBprs  =  ApqBprs  y  b)  ApqBp  =  A'q,.Bpr  =  A  qrBpr.  Esto  demuestra  el  resultado  general  de  que 
un  sfmbolo  mudo  en  un  termino  puede  bajarse  de  su  posicion  superior,  o  bien  subirse  de  su  posicion  inferior, 
sin  cambiar  el  valor  del  termino. 

8.125.  Demuestre  que  si  Apqr  =  BpqCr,  entonces  Apqr  =  BpqC,  y  A'qr  =  B  qCr.  Esto  demuestra  el  resultado  de  que  un 
fndice  libre  en  una  ecuacion  tensorial  puede  subirse  o  bajarse  sin  que  se  afecte  la  validez  de  la  ecuacion. 

8.126.  Demuestre  que  los  tensores  gpq,  gpq  y  9q  son  tensores  asociados. 

/i  jrj  /)  v'/  /)  \P  f)xk 

8.127.  Pruebe  que  a)  gJk—  =  gpq^  y  b)g>k-  =  gpq—. 

8.128.  Sea  A  un  campo  vectorial.  Encuentre  el  vector  unitario  correspondiente. 

8.129.  Demuestre  que  los  cosenos  de  los  angulos  que  forma  el  vector  unitario  tridimensional  If  con  las  curvas  co- 

,  ,  ,  Ui  u2  u3 

ordenadas  estan  dados  por - ,  -  y  — — . 

V^rT  sfgi 2  fgfi 

8.130.  Determine  los  sfmbolos  de  Christoffel  del  primer  y  segundo  tipo,  en  coordenadas:  a)  rectangulares,  b)  cilrn- 
dricas  y  c)  esfericas. 

8.131.  Determine  los  sfmbolos  de  Christoffel  de  los  tipos  primero  y  segundo,  en  coordenadas:  a )  cilfndricas  parabo- 
licas  y  b)  cilfndricas  elfpticas. 

8.132.  Encuentre  ecuaciones  diferenciales  para  las  geodesicas,  en  coordenadas:  a)  cilfndricas  y  b )  esfericas. 

8.133.  Demuestre  que  las  geodesicas  en  un  piano  son  lfneas  rectas. 

8.134.  Pruebe  que  las  geodesicas  en  una  esfera  son  arcos  de  cfrculos  maximos. 

8.135.  Escriba  los  sfmbolos  de  Christoffel  del  segundo  tipo  para  la  metrica 

ds2  =  (dx1)2  +  [(x2)2  —  (x1)2]^/.*2)2 
y  las  ecuaciones  geodesicas  correspondientes. 

8.136.  Escriba  la  derivada  covariante  con  respecto  de  xq  de  cada  uno  de  los  tensores  siguientes: 
a)  A?,  b )  Ajkn,  c )  AJklm,  d)  AkI  y  e)  Ajkm. 

8.137.  Encuentre  la  derivada  covariante  de:  a)  gjiAk,  b)  A! Bk  y  c)  b/A;,  con  respecto  de  xq. 

8.138.  Use  la  relacion  A  =  fkAk  para  obtener  la  derivada  covariante  de  A  desde  la  derivada  covariante  de  Ak. 

8.139.  Suponga  que  <1>  es  un  invariante.  Pruebe  que  <l>  pr/  =  <1)  ^,;  es  decir,  el  orden  de  diferenciacion  covariante  de  un 

invariante  es  irrelevante. 

8.140.  Demuestre  que  epqr  y  epqr  son  tensores  covariante  y  contravariante,  respectivamente. 

8.141.  Exprese  la  divergencia  de  un  vector  A''  en  terminos  de  sus  componentes  ffsicas,  para  coordenadas:  a)  cilfndri- 
cas  parabolicas  y  b)  paraboloides. 

8.142.  Encuentre  las  componentes  ffsicas  de  grad  <I>  en  coordenadas:  a)  cilfndricas  parabolicas  y  b)  cilfndricas  elfp¬ 
ticas. 

8.143.  Determine  V2d>  en  coordenadas  cilfndricas  parabolicas. 

8.144.  Con  el  empleo  de  notacion  tensorial,  demuestre  que:  a)  div  rot  A'  =  0  y  b)  rot  grad  3>  =  0. 


Problemas  complementarios 


8.145. 


8.146. 

8.147. 

8.148. 


8.149. 

8.150. 

8.151. 

8.152. 

8.153. 

8.154. 


Calcule  las  derivadas  intrfnsecas  de  los  campos  tensoriales  siguientes,  con  la  suposicion  de  que  son  funciones 
diferenciables  de  t: 

a)  Ak,  b)  Ajk,  c)  AjBk  y  d )  4>AJk,  donde  cf>  es  un  invariante. 

Encuentre  la  derivada  intrinseca  de  a)  gjkAk,  b )  8{Aj  y  c)  gjk8JrAp. 

Demuestre  que  ^  ( gpqApAq )  =  2 gpqAp  —A . 

Muestre  que  si  no  actuan  fuerzas  externas,  una  partlcula  con  masa  constante  se  mueve  a  lo  largo  de  una  geo- 
desica  dada  por 

8s  \ds  J 

Pruebe  que  la  suma  y  resta  de  dos  tensores  relativos  de  los  mismos  peso  y  tipo  tambien  son  un  tensor  relativo 
del  mismo  peso  y  tipo. 

Suponga  que  A™  es  un  tensor  relativo  de  peso  w.  Pruebe  que  g~w'2Apq  es  un  tensor  absoluto. 

Sea  A(p,  q)Bf  =  Cspr,  donde  Bf  es  un  tensor  relativo  arbitrario  de  peso  w i  y  Cpr  es  un  tensor  relativo  conoci- 
do  de  peso  W2-  Demuestre  que  A(p,  q)  es  un  tensor  relativo  de  peso  wn  -  w i.  Este  es  un  ejemplo  de  la  ley  del 
cociente  para  tensores  relativos. 

Demuestre  que  la  cantidad  G(j,  k )  del  problema  resuelto  8.31  es  un  tensor  relativo  de  peso  dos. 

Encuentre  las  componentes  fisicas  en  coordenadas  esfericas  de:  a)  la  velocidad  y  b)  la  aceleracion  de  una 
partrcula. 

Sean  Ar  y  Br  dos  vectores  en  el  espacio  tridimensional.  Demuestre  que  si  A  y  u  son  constantes,  entonces 
C’  =  AAr  +  pBr  es  un  vector  que  esta  en  el  piano  de  A'  y  Br.  ^Cual  es  la  interpretation  en  un  espacio  de  ma¬ 
yor  dimension? 


3  (p 


tre  la  normal  unitaria  correspondiente. 


dxq 


8.155.  Demuestre  que  un  vector  normal  a  la  superficie  </>(x  ,  xr,  x'  )  =  constante  esta  dado  por  Ap  =  gpq  Encuen- 

8.156. 


3  cr 


8.157. 

8.158. 

8.159. 

8.160. 
8.161. 
8.162. 

8.163. 


La  ecuacion  de  continuidad  esta  dada  por  V  ■  (<xv)  H - =  0  donde  cr  es  la  densidad  y  v  es  la  velocidad  de  un 

3 1 

fluido.  Exprese  la  ecuacion  en  forma  tensorial. 

Exprese  la  ecuacion  de  continuidad  en  coordenadas:  a)  cilmdricas  y  b)  esfericas. 

Exprese  el  teorema  de  Stokes  en  forma  tensorial. 

Pruebe  que  el  tensor  de  curvatura  covariante  Rpqrs  es  simetrico  oblicuo  en:  a)  p  y  q,  b)  r  y  s  y  c)  q  y  s. 

Pruebe  que  Rpqrs  =  Rrspq. 


Demuestre  que  a)  R  +  R  +  R  =  0 


Rpqrs  3“  Ryqps  Rrspq  “t-  Rpsrq  —  0. 


Pruebe  que  la  diferenciacion  covariante  en  un  espacio  euclidiano  es  conmutativa.  Esto  demuestra  que  el  ten¬ 
sor  de  Riemann-Christoffel  y  el  tensor  de  curvatura  son  iguales  a  cero  en  un  espacio  euclidiano. 

dxp 

Sea  Tp  =  —  el  vector  tangente  a  la  curva  C  cuya  ecuacion  es  xp  =  xp(s) ,  donde  .s-  es  la  longitud  de  arco. 
ds 

8Tq  1  8Tq 

a)  Demuestre  que  gpqTpTq  =  1.  b )  Pruebe  que  gPql’r  — —  =  0  lo  que  demuestra  que  Nq  =  es  una  nor- 


k  8s 


8Nq 


8.164. 


mal  unitaria  a  C  para  una  k  apropiada.  c)  Demuestre  que  — —  es  ortogonal  a  Nq. 

8s 

Con  la  notacion  del  problema  anterior,  demuestre  que: 

8Nq  ( 8Nq  A 

a)  gpqTpNq  =  0,b)  gpqTp-=-K  o  8pJP[-fc+KTq)  =  °- 

Lo  que  prueba  que  Br  =  -( ^ —  +  kT'  \  es  un  vector  unitario  para  una  r  apropiada  y  ortogonal  tanto  a  Tp 
» Tn  t\  os  J 

como  a  Nq.  x  7 


^  CAPITULO  8  AnAlisis  tensorial 


8.165.  Demuestre  las  formulas  de  Frenet-Serret: 


-  =  kNp, 


=  tBp  —  kTp, 


-  =  —tNp 


donde  TP,NP  y  Bp  son  los  vectores  unitarios  tangente,  normal  y  binormal  a  C,  y  k  y  t  son  la  curvatura  y  torsion 
de  C. 

8.166.  Demuestre  que  ds1  =  c2(dx 4)2  —  dxkdxk  (N  =  3)  es  invariante  bajo  la  transformacion  lineal  (afln): 


x1  =  ytx1  —  vx4),  x2  =  x2,  x 3  =  x3,  x4  =  y^x4  —  — x1^ 


donde  y,  f3,  cy  v  son  constantes,  /S  =  v/c  y  y  =  (1  —  P2)~1/2.  Esta  es  la  transformada  de  Lorentz,  de  la  relati- 
vidad  especial.  Ffsicamente,  un  observador  en  el  origen  del  sistema  xJ  ve  que  un  evento  ocurre  en  la  posicion 
x1,  x2,  x3  en  el  instante  x4,  mientras  que  un  observador  en  el  origen  del  sistema  x'  mira  que  el  mismo  evento 
sucede  en  la  posicion  x1,  x2,  x3  en  el  instante  x4.  Se  supone  que:  1)  en  los  dos  sistemas  coinciden  los  ejes  x1 
y  x1,  2)  los  ejes  positivos  x2  y  x3  son  paralelos  respectivamente  a  los  ejes  positivos  x2  y  x3,  3)  el  sistema  x'  se 
mueve  con  una  velocidad  v  relativa  al  sistema  x'  y  4)  la  velocidad  de  la  luz,  c,  es  constante. 

8.167.  Demuestre  que  para  un  observador  fijo  en  el  sistema  x'(x'),  una  barra  fija  en  el  sistema  x'(x')  que  este  paralela 
al  eje  x'jx1)  y  que  tenga  una  longitud  L,  en  este  sistema  parece  tener  la  longitud  reducida  L^J 1  —  y32.  Este 
fenomeno  se  llama  contraction  de  Lorentz-Fitzgerald. 


RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


a)  ak^x3  b )  A2-'Bj  c )  A'kBk  d)  g2qgqUN=  4  y  e)  BP2;,  N  =  2 

Q)  97(v^A‘)  + aF(^A2)  +  iP(^A3)  b)  AUB'C|  +A2I^C2  +Al252Ci  +A22BpC2 

3xy  3x*  3xy  dx2  3x ^  dx22 

3x>"  +  dx2  dX™  +  "  '  +  QxN  3xm 

Elipse  para  N  =  2,  elipsoide  para  N  =  3,  hiperelipsoide  para  N  =  4. 

{tf  llX1  +  fli2X”  =  b\ 

oyix1  +  a22X~  =  bi 

pq_dxpdxpdxkIJ  -„qr  _  dxP  dxd  dxr  dxm  ljk  _  3rm  3x"  ^a-^A 

]  Ar  -  dx'  3 xJ  dxrAk  b)Br°  -  dx’  dxi  dxk  ar  "•  }  Cpq  ~  Cmn  y  d)  Ap  ~  as? Am 

a)  B(j,  k,  in)  es  un  tensor  de  rango  tres  y  es  covariante  de  orden  dos  y  contravariante  de  orden  uno.  Si  puede 
escribirse  como  B";  b)  C(j,  k,  m,  ri)  no  es  un  tensor. 

45  =  1024 


a)  2 p  cos2  <f>  —  z  cos  (f>  +  p3  sen2  (f>  cos2  <p,  —2 p2  sen  (f>  cos  cf>  +  pz  sen  <f>  +  p4  sen  cf)  cos  3  cf>,  pz  sen  (f> 

b)  2 r  sen2  9  cos2  (f>  —  r  sen  9  cos  9  cos  (f>  +  r3  sen4  9  sen2  (f>  cos2  (f>  +  r  sen  9  cos2  9  sen  <p, 

2r  sen  9  cos  9  cos2  <f>  —  r  cos2  9  cos  (f>  +  r4  sen3  9  cos  9  sen2  (f>  cos2  <f>  —  r3  sen2  9  cos  9  sen  (f>, 

—2 z-2  sen2  9  sen  (f>  cos  tf>  +r  sen  9  cos  9  sen  (f>  +  r4  sen4  9  sen  cf)  cos3  (f> 
u2vz  +  3i>,  3 u  —  uv2z,  u2  +  uv  —  v2 
a)  Brqs,  b )  Apr,  c )  «5f,  d)  N  8.98.  Si. 

No  es  un  tensor.  8.100.  a)  10,  b)  21  y  c)  N(N  +  l)/2 

Rango  tres  y  rango  uno,  respectivamente.  8.101.  N(N  —  1  )(N  —  2)/6 


RESPUESTAS  a  LOS  PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS  ^ 


8.107.  a) 

b) 

8.108.  a) 

8.111.  x 

8.115.  a) 

b) 

c) 

8.116.  A 

8.119.  a) 

b ) 

8.121.  g 


"7  2' 

0  3 

,  D  = 

"-1  -4' 

4  5 

,  P  = 

'14  10' 
0  2 

,  <2  = 

18  8' 
-8  -2 

S  = 

'  3 

2 

-1 

0 

3' 

-2 

,  D  = 

'  1 

-4 

1 

-4 

-1" 

6 

,  P  = 

'  1 

-9 

1  1 

O  Os 

_ l 

-2 

1 

1. 

_  0 

5 

-3. 

_  9 

9 

— 16  J 

Q  = 

-  1 

8 

8 

-16 

—3 " 

11 

.-2 

10 

-7. 

-52  -86 
104  76 


b) 


3  -16  20 

9  163  -136 

-61  -135  132 


8.110. 


-6  5  3 

-4  17  -2 


1,  y  -  3,  z  =  2  8.112.  a) 

'2  1 
5/2  3/2 

b) 

'  1/3 
-5/3 

1/3  O' 

l/3  1 

-1 

0  1 

rj1! 

Ax1  3.x1  Ax1 
Ax1  3.x2  3.x3 

'A1' 

A2 

A 

A~ 

— 

dx2  dx2  dx2 

La3J 

Sx1  3.x2  3.x3 

dx3  dx3  dx3 

.Ax1  3.x2  3x3. 

A3 

"3x* 

Ax2  Ax3 ' 

'Au 

A21 

.A31 

A12 

A22 

A32 

A13' 

A23 
A33  _ 

= 

Ax1 

3x* 

dx2 

dx1 

Sx1  3.x1 
3.x2  3.x3 

3x2  3x2 

3.x2  3.x3 

.ffi3 

CD  I 

CD  I 

f  3X1  3x 

1  Ax1 1 

An  A 12  A13 

A21  A22  A23 

A31  A32  A33 


r  dx 1 


'a;  Ai  a\' 

— 2  — 2  — 2 

a;  a2  a3 

—3  —3  —3 

La?  a2  a3J 


3.x1  dx2  dx 3 
dx2  dx2  dx2 
Ax1  dx2  dx3 
dx 3  dx3  dx3 
.3.x1  3x2  3x3 . 


A1  A2  A\~ 

a2  a 2  a 2 
71 1  ^2  ^3 

[a3  a3  a3J 


Sx1 
3x2 
Sx1 
dx3 
_ Ax 1 


~  dx1 

dx 1 

Ax1  ' 

dx1 

dx2 

Qj  I 

u>| 

dx2 

dx2 

3x2 

3x* 

dx2 

dx3 

dx3 

dx3 

dx3 

.  Ax1 

dx2 

dx3  . 

Sx1 

dx1' 

Ax2 

dx3 

dx2 

dx2 

dx2 

dx3 

dx3 

dx3 

die 

dx3. 

«2  +  v2  0  0 

0  u2  +  v2  0 
0  0  1 


1 

U 2  +  V2 

0 

0 


0 

1 


U2  +  V2 

0 


0 

0 

1 


a2(senh2M  +  sen2v)  0  0 

0  a2(senh2w  +  sen2v)  0  , 

0  0  1. 


1 

a2(senh2i<  +  sen2v) 
0 
0 


0  0 


-  A  r\  \J 

a2(senh u  +  sen  v) 

0  1 


=  6,  (/)  = 


'4/3  0  1 

0  1/2  0 

1  0  1 


CAPITULO  8  AnAlisis  tensorial 


8.123. 

8.130. 


a)  A™  =  griA f,  b)  Apqr  =  g*grlAJql,  c )  Apr  =  gpjgqkgrl^k, 


8.128. 


Ap 


AP 


JAPAP  VSpqAPA* 


a)  Todos  son  cero.  b)  [22,  1]  =  — p,  [12,  2]  =  [21,  2]  =  p.  Todos  los  demas  son  cero. 
c)  [22,  1]  =  —r,  [33,  1]  =  -r  sen2  0,  [33,  2]  =  - r 2  sen  0cos  6 
[21,  2]  =  [12,  2]  =  r,  [31,  3]  =  [13,  3]  =  rsen2  6 


[32,  3]  =  [23,  3]  =  r  sen  6  cos  6. 


Todos  los  demas  son  cero. 


8.131.  a)  [11,  1]  =  u,  [22,  2]  =  v,  [11,  2]  =  -v,  [22,  1]  = 

[12,  1]  =  [21,  1]  =  v,  [21,  2]  =  [12,  2]  =  u: 


u 


U2  +  V2  ’ 

1 

12 


1 


u2  +  V2  ’  l  22 
— V —  |  2  |  _  [  2 
u2  +  v2’  I  21  |  I  12 


— u 

U2  +  V2  ’  ]  11 

u 


— V 


,2  -|-  y2 


U2  +  V2' 

Todos  los  demas  son  cero. 


u 


b)  [11,  1]  =  2 a1  senh  u  cosh  u,  [22,  2]  =  2 a2  sen  v  cos  v,  [11,  2]  =  — 2a 1  sen  v  cos  v 

[22,  1]  =  —2a2  senh  u  coshn,  [12,  1]  =  [21,  1J  =  2 a2  sen  v  cos  v,  [21,  2]  =  [12,  2]  =  2 a2  senh  u  coshn 


senh  it  cosh  a 
senh2  u  +  sen2  v  ’ 

—sen  v  cos  v 
senh2  u  +  sen2  v  ’ 


2 

22 

1 

21 


senv  cos  v 
senh2  u  +  sen2  v’ 


—senh  u  cosh  u 
senh2  u  +  sen2  v  ’ 


sen  v  cos  v 


senh  u  cosh  u 
senh2  u  +  sen"  v 


senh2  u  +  sen2  v  ’ 
Todos  los  demas  son  cero. 


8.132. 


^  d2p  fd^X1  _  q  d24>  +  2dpdcj>  _  ^  d2z  _  Q 
ds2  P\ds )  ’  ds2  pds  ds  '  ds 2 


drr  (dQ\  2  f  d<f>\2  d20  2  drdd  fdtfA2 

ds ~  \ds )  \ds  J  ds~  r  ds  ds  \ds  J 

d2<f>  2  drdcb  dddch 

— ,  + - 4-  2  cot  6 - 0 

ds 1  r  ds  ds  ds  ds 


1  l=Ti  {2  1 

f  2  1  _  f  2  1 

<N 

X 

II 

22  J  ’  {  12  J 

121  J  (x')2-(x2)2’  1  22  j 

I  (x2)2-(x1)2 

Todos  los  demas  son  cero. 


d2xl 

ds2 


+  x 


dx2 

ds 


d2x2 

=  0,^  + 


2xl 


dx1  dx2 


+  - 


8.136. 


a)  Afa  :  \  f  It  -  \  J  \A* 


jk 


<Jxd 


ds2  (.r1)2  —  Or2)2  ds  ds  (x2)2  —  (x1)2  \ds  J 
k 


dx2X=o 


Jk  _  dA‘im 

dxq 

dA{, 


Jk 


b)  Ku,  = 

A>  ~  U™k,m 
C>  Aka 


qs 

S  I  Ajk  _  f  S 
'  mq 


qs 


Iq 


AJ 


Jk  . 


Af 


J  I  Ask 
qs  'A,m 


AJL 


,AJ  - 

kq  I  slm  I  Iq 


f)Ajkl 

d)  Ajkl  =  dT"L. 

’  m’«  dx* 


5  \Aikl 

mq 


]  \Askl  + 

qs 


ksm  |  mq  |  kls 

Apl  + 


J 

qs 

Ajks 


At 
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8.137. 

8.141. 

8.142. 

8.143. 

8.145. 


8.146. 

8.153. 

8.156. 

8.157. 

8.158. 


e)  A 


Jk  _  dA'L 


lmn’q  ^ 
k 


lq 


At,,  ~ 


mq 


Ajk  -  '  S 

isn  ,  nq 


A 


Jk 


At.  +  \  k  \AJf 


Imn  1  1  Imn 


a)  gjkAkq ,  b)  AqBk  +  ABk,q,  c )  8{Ajtq 


a) 

b) 
a) 

a ) 


1 

rac 

U2  +  V2 

du  v 

1 

r 

uv(u2  +  V2)  |_ 

1 

()<!> 

d 

av( 


dA, 

dz 


—  (uv\lu2  +  v2Au)  + — (uv\/u2  +  v2Av) 
du  dv 


i  dd>  ^  ___  dd> 

sju2  +  V2  dll  Vm2  +V2  ~dt  Cv  dz  ®Z 

l  /(9<I>  5<t>  \  a<l> 

— (  —  e„  +  —  ev  I  +  —  ez 
aVsenh2  u  +  sen2  v  V  c,u  dv  /  dz 


+ 


1  a2A; 
uv  dz2 


donde  e,„  ev  y  e,  son  vectores  unitarios  en  las  direcciones  en  que  se  incrementan  u,  v  y  z,  respectivamente. 

i  ra24>  d2#  ,  2  2^' 


U2  +  V2 


du2  dv 2 


SA t 
8t 


b) 


SA*  _  dA*  1  j 


:=( 

'aA*_  _ 

\  s 

U) 

i 

Kdxq 

[  kq 

l  J 

\j 

\a*^+ ! 

k 

J  dt 

1 

qs 

dt  dt  I  kq 


,jsdzfl 

AJ 

dt 


dxq 

s~dt 


,  SAj  k  8Bk  (dA 
0  ^(AjBk)=  -^Bk  +Ar 


8 


8t 


dt 


s  1  dxfl 

jq  I  s  dt 


Bk  +  A 


dBk 

dt 


t  dxq\ 

Bnr) 


d)  s<*a;> 


,  8A{  8<t>  :  ( dA\  rn 

8t  8t  k  \dt  qs  j 

8Ak  _  / dAk  | 

{~dT+  \ 


.  §  dxq 

Al—~ 
dt 


s  ]A,dxq\  d<&  j 
kq\As~dt)  +  ~dtAk 


8Jk  gt  8jk\  A+ 


k 

qs 


a-*) 

dt  J 


b)  5/^  =  5^^-j:?k^=  — -I, 

k  8t  k\  dt  \jq  dt  J  dt  I  kq 


dxq 
As  — 
dt 


8A r„ 


c)  g*[- 


(  dA’n 


dt 


S  \Ar—+\  r  \aS  — 

pq  \  s  dt  I  qs  I  p  dt 


a)  r,  rf),  rsen6(f>  b)  r  —  r02  —  r  sen2 6(f>2,  (r20)  —  /-send  cos  6(f>2,  — - — — (r2  sen2  Bcf)) 

r  dt  rsenOdt 

d(avq)  avq  de  da  ,  .  ..  .  .  .  . 

- + - —  +  —  =  0,  donde  vq  son  las  componentes  contravanantes  de  la  velocidad. 

dxq  2  g  dxq  dt 


d  ,  d  ,  d  2  cv1  da 

a)  — (cv1)  +  — (<nr)  +  —  (cv3)  + - +  —  =0 

dp  d(p  dz  p  dt 


d  d  d  /^yl  \  do- 

b)  — (cv1)  +  —  (cv2)  + —  (cv3)  +  c  - —  +  v2cot0)  + —  =  0,  donde  v1,  v2  y  v3  son  las  componentes 
dr  d0  d(f>  \  r  J  dt 


contravariantes  de  la  velocidad. 


,  dxP  _ 
Ap  ds  — 
ds 


dxP 


epqrAq,rvp  dS ,  donde  —  es  el  vector  unitario  tangente  a  la  curva  cerrada  C  y  vp  es  el  unitario 
ds 


c  s 

normal  a  la  superficie  S,  que  tiene  como  frontera  a  C. 
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circulacion,  98 
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combination  lineal,  4 
componentes,  4 
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componentes  contravariantes,  158 
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contraction  de  Lorentz-Fitzgerald, 
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coordenadas 
bipolares,  162 
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